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写在前面

这是武汉大学猲猰猲猲猭猲猰猲猳学年秋季学期獆獯獵獲獩獥獲分析讨论班的讲义，由笔者主笔主讲，也

有来自听众的补充献

为何选择獆獯獵獲獩獥獲分析呢？一是原本学期专业选修课“獆獯獵獲獩獥獲分析”因故未能开设，留

下缺憾献 二是獅献 獓獴獥獩獮的Introduction to Fourier Analysis这本经典教材——也是笔者的现

代分析启蒙读物——令笔者深感獆獯獵獲獩獥獲分析于知识完整，于教学价值还是于后续学习皆

在紧要处，值得深入研讨献 在筹划课程时，笔者依然秉承来自獓獴獥獩獮的经典思路：应当循

着獆獯獵獲獩獥獲分析的线索把尽可能丰富的材料收集起来，以资学习者领略现代分析的万物霜天献

然而，古典獆獯獵獲獩獥獲分析的内容已纳入任何标准的数学分析课程，獓獴獥獩獮等一众獆獯獵獲獩獥獲分

析专业教材珠玉在前，遑论其他分析课程的不少优秀教材都有对应的章节献 笔者只是一个搬

运者的角色，对内容的原创性没有贡献献 不过在材料组织上，笔者欲改变先讲理论后谈应

用的传统架构，换言之，期望围绕探索理论的旅途中不断涌现的问题而不是獆獯獵獲獩獥獲分析的

理论本体来展开讨论献 因此课程计划如此进行——先介绍基本概念，快速通过古典的内容，

而在后猲猯猳程中把更多精力放在以下目标：渐进地讨论各种专题，需要什么工具就介绍什么

工具，醉翁之意在于流畅地引出并应用现代实分析的若干核心内容，并尝试探入调和分析，

獐獄獅等分析领域，为各位撑一杆长篙，向青草更青处漫溯献 课程名定为“獆獯獵獲獩獥獲变换中的

分析”而非“獆獯獵獲獩獥獲分析”，也是这般用心献

从实践角度，课程设计在獂獡獮獡獣獨猯獈獩獬獢獥獲獴空间的语境中研究Lp猨Rn猩空间的獆獯獵獲獩獥獲分析；

定义獆獯獵獲獩獥獲变换和求解獐獄獅时产生的困难带来了分布理论这门新语言；实插值定理和獃猭

獚分解在运用极大算子研究獆獯獵獲獩獥獲级数求和的收敛性时得以出场；最后在微分算子和奇异积

分的合力推动下，上述工具齐聚最后一章，顺势导出獓獯獢獯獬獥獶空间的相关理论献 当然数学分

析和实变函数中担任主角的诸多技术也在论证细节处得到广泛应用献 扉页所引獄献 獈獩獬獢獥獲獴的

论述，庶几能够传达笔者的初衷献

但无论如何构想，行难于言，课程难免囿于井底之见失于纰漏琐碎献 笔者无意亦无能完

整介绍所提及的理论，仅仅为了开辟游览现代分析的新路线而做了一次探险献 因此在这里必

须真挚地感谢耐心参与讨论班的朋友们，热情的他们经历了一场天马行空的实验，也忍受

着笔者水平浅陋所致的不便；特别要感谢骐神为讨论班的顺利开设所做的无私付出，毛神

在分析学学习和教学上的大力协助，以及铠神应邀作概率论报告的慷慨猨见附录猩献

由于随学随讲随写的形式和笔者的粗心与懒惰之过，错误、笔误甚多，许多简单或常

见的细节论证从略，关键处也只有证要，总之这份讲义仅能留下一个相对清晰的骨架而无

血肉充盈，还望各位包涵猨当然换个角度想，也不妨留作习题吧猩献 当然这份讲义决不会是终

稿，欢迎各位指正，以便改进献

夜霜月，记于猲猰猲猳年猱月猱猰日

獩



几点提醒

猱献 应当声明的是，本讲义参考猨⇔抄袭猩了许多优秀的学习材料献 包括

Introduction to Fourier Analysis猬 獅献 獓獴獥獩獮

无需多言.

数学分析之课程讲义(3卷)猬 于品

十分精良的分析教材. 第3章和第5章基本按照品神的思路展开. 第3卷是入门分布理论

和PDE的绝佳材料.

Real Analysis: Modern Techniques and Their Applications猬 獇献 獆獯獬獬獡獮獤

部分实/泛函分析的结论和Fourier分析中一些精细的估计来自这本经典教材.

An Epsilon of RoomⅠ:Real Analysis 猬 獔献 獔獡獯

内容丰富的分析通论，融入了大量Tao个人的深刻理解. Tao清新生动的文风值得信赖，

非常适合用来展望现代分析脉络. 实插值定理的证明完全采用该书的叙述，最后两章也受了

不少影响.

Functional Analysis猬 獐献 獌獡獸

Lax巨神理论与应用并重的佳作. 分布理论借鉴了不少该书附录的讲法.

Partial Differential Equations猬 獊献 獊獯獳獴

GTM214，材料安排非常清爽的PDE教材(个人认为比Evans那本砖头更适合上手). 后

半部分侧重椭圆PDE理论，讲义参考了其中不少内容(但笔者PDE还是学太少了呜呜).

Fourier Analysis猬 獊献 獄獵獯獡獮獤獩獫獯獥獴獸獥獡

清晰，明快，精彩的调和分析教材(却挂着Fourier分析的名字诈骗)，每一章的参考文

献补充也非常良心，很适合入门(比GTM249,250好太多了qwq). 讲义的调和分析内容基本

采用该书的讲法.

Singular Integrals and Differentiability Properties of Functions猬 獅献 獓獴獥獩獮

同样优秀的调和分析教材，讲义中Sobolev空间部分基本采用该书的体系(D放在参考文

献让读者自己查……). 这本书也是快速上手Littlewood-Paley理论的上佳选择. 如果在调和

分析搞个人崇拜，估计就是“Read everything about Stein”罢.

猲献 考虑到听众知识背景参差，笔者在第猱猭猲章猨即古典獆獯獵獲獩獥獲分析部分猩仍按獒獩獥獭獡獮獮积分的

语言叙述，并另撰一份实变函数论的基础材料供有需求者入门献 而自第猳章起课程就可以相

对自在地使用獌獥獢獥獳獧獵獥测度和獌獥獢獥獳獧獵獥积分了，对于前面的内容有背景的朋友主动加强为

实变版本即可献

猳献 关于讲义内容的探讨，改进和勘误，请通过邮箱獹獳獹獤獹獸猱猲猳猴猵獀猱猶猳献獣獯獭联系献
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数学的艺术在于找到一个特例，其中隐含了所有推广的胚芽.

——D. Hilbert
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0 引入

一维波动方程

考虑R2上一根两端固定于猨猰, 猰猩, 猨π, 猰猩轴上的弹性均质细绳在y轴方向上振动，那么可以

将细绳的曲线看做一个时空中的二元函数u猨x, t猩献 力学上的推导告诉我们u满足以下的獐獄獅猺

猨
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
猩u 猽 猰 猨猱猩

u猨猰, t猩 猽 u猨π, t猩 猽 猰,∀t ≥ 猰 猨猲猩

u猨x, 猰猩 猽 f猨x猩 猨猳猩

猨猱猩称为波动方程， 猨猲猩猨猳猩分别称为边值和初值条件，猨猱猩猨猲猩猨猳猩的解也称为驻波献 下面应

用猢预解猢的思想来获得方程的猨部分猩解猺 假设变量分离成立猺 u猨x, t猩 猽 ϕ猨x猩φ猨t猩，代入方程

即有
ϕ′′猨x猩

ϕ猨x猩
猽
φ′′猨t猩

φ猨t猩

两端分别只与x, t相关，比值只能是常数，不妨设为λ，则有两个獏獄獅

ϕ′′猨x猩− λϕ猨x猩 猽 猰

φ′′猨x猩− λφ猨x猩 猽 猰

只有λ 猽 −ω2 < 猰时解u是振荡的猨感兴趣的读者可以参考獏獄獅中的獓獴獲獵獭比较定理，是不错

的数学分析学习材料猩，求解即有

ϕ猨x猩 猽 A1 獣獯獳ωx猫B1 獳獩獮ωx, φ猨t猩 猽 A2 獣獯獳ωt猫B2 獳獩獮ωt,

f猨猰猩 猽 f猨猱猩 猽 猰代入就得到

uω猨x, t猩 猽 猨Aω 獣獯獳ωt猫Bω 獳獩獮ωt猩 獳獩獮ωx, ω ∈ Z≥1 猨猴猩

下面是一个简单但重要的观察：猨猱猩是线性的，即如果方程各个解的线性组合仍然是

解猨比如乐谱中基音与各重和弦的叠加猩献 又注意到猨猴猩不一定满足猨猳猩猬 獄献 獂獥獲獮獯獵獬獬獩猜测方程

存在以下收敛的三角级数解

u猨x, t猩 猽
∞∑

n=1

猨An 獣獯獳nt猫Bn 獳獩獮nt猩 獳獩獮nx

特别的有

f猨x猩 猽
∞∑

n=1

An 獳獩獮nx

利用獅獵獬獥獲公式的推论獳獩獮x 猽 eix−e−ix

2
可以写作更对称的形式

f猨x猩 猽
+∞∑

k=−∞

ake
ikx 猨猵猩

猱



但直到獆獯獵獲獩獥獲才真正开始研究以下问题

问题1. 一个周期函数f猨x猩能否表示为三角级数猨猵猩？若不能，需要什么限制？

问题2. 三角级数猨猵猩的部分和是否收敛？逐点？一致？还是其他？

问题3. 系数ak的求解献

热方程，圆盘上的Dirichlet问题

獆獯獵獲獩獥獲的工作源于热方程猺 在一个区域猊 ⊂ R2上定义热方程

猨
∂

∂t
−猁猩u 猽 猨

∂

∂t
− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
猩u 猽 猰 猨猶猩

u猨x, y, 猰猩 猽 f猨x, y猩

獆獯獵獲獩獥獲利用变量分离也给出了类似的三角级数解，不过下面我们以一种更有趣的方式来研

究这个问题献

热量经传导后会达到平衡态，那么∂u
∂t

≡ 猰，

猁u 猽 猰 猨猷猩

满足猨猷猩的u称为猊上的调和函数，某种程度上这刻画了空间中一个稳定的势能分布献 一个在

数学和物理上举足轻重的问题是在单位开圆盘D及其边缘C上求解猨猷猩猺

猁u |D猽 猰, D 猽 {猨r, θ猩, 猰 ≤ θ ≤ 猲π, 猰 ≤ r < 猱}

u |C猽 f猨θ猩, C 猽 {猨猱, θ猩, 猰 ≤ θ ≤ 猲π}

这类边值问题称为圆盘上的Dirichlet问题，尝试“求解”该问题：

假设展开猨猵猩成立，我们就可以将问题化简为u |C猽 eikθ献 如果将R2看做复平面C 猺 z 猽

reiθ，那么有以下重要的观察

zk |C猽 eikθ

猁zk 猽 猰, k ≥ 猰 猨猸猩

猨猨猸猩可直接计算验证，但如果从复变函数的角度看是很自然的猩猨猸猩在k < 猰时出现了奇点z 猽

猰，不过可以取共轭

猁z|k| 猽 猰, k < 猰

所以我们可以大胆猜测

u猨reiθ猩 猽
+∞∑

k=−∞

akr
|k|eikθ

很快发现

问题4. 求u的显式解献 解的唯一性？

问题5. u |C猽 f是否成立？r → 猱时如何逼近f猨稳定性猩？

正是这些问题等等推动了獆獯獵獲獩獥獲分析这门优雅的数学分支诞生、发展并反哺整个分析

猲



学献 在课程中我们会系统地研究獆獯獵獲獩獥獲级数猯变换，前面的几个问题将陆续得到各种程度的

解决，而我们最大的目标是尽可能自然地引入分析学中一些核心的想法，工具和例子，作

为各位深入学习的垫脚石献

猳



1 基础概念和技术

映射猈 猺 R → 獓1 猽 T, x 7→ eix诱导了R上猲π连续周期函数和圆周T上的连续函数的一一
对应：

f猨θ猩 猽 F 猨eiθ猩

所以周期函数的研究本质上是在猨用θ参数化的猩圆周上做分析猺∫
T
f 猽

猱

猲π

∫ π

−π

f猨θ猩 dθ

猨先假定以下函数均在獛−π, π獝上獒獩獥獭獡獮獮可积，在后续会适当地推广猩

獆獯獵獲獩獥獲做了一个重要观察：

猱

猲π

∫ π

−π

eikxeilx dx 猨猽 猱, l 猽 −k猩 猨猽 猰, l ̸猽 −k猩

eikθ描述了频率k的自由振动，上述计算指出不同频率之间具有一种“正交无关”性，那么

函数的三角级数展开就可以看做函数在不同频率上的“投影”分解：

定义1.1. 獓1上的可积函数f的Fourier系数为

f̂猨k猩 猽
猱

猲π

∫ π

−π

f猨x猩e−ikx dx, k ∈ Z

并记f的Fourier级数为

f猨x猩 ∼
+∞∑

k=−∞

f̂猨k猩eikx 猽 F猨f猩猨x猩

并记前N项部分和为

SN 猨x猩 猽
∑

|k|≤N

f̂猨k猩eikx

计算f猨θ猩 猽 |θ|的Fourier级数.

当务之急是建立獆獯獵獲獩獥獲级数的唯一性献

定理1.2. 设f猨θ猩在獓1上可积，对∀k ∈ Z, f̂猨k猩 猽 猰，则f猨θ猩 猽 猰在所有f的连续点成立献

注：由Lebesgue定理，可积函数的不连续点集零测，所以f“几乎处处”为猰.

证明献 反证献 不妨设f实值，f猨猰猩 > 猰，我们希望f̂仅被θ 猽 猰的局部控制献 于是构造一族函数：

取充分小的实数ϵ > 猰猬 令

p猨θ猩 猽 ϵ猫 獣獯獳猨θ猩

使得p猨θ猩 > 猱 猫 ϵ/猲,∀ |θ| < δ猻 p猨θ猩 < 猱− ϵ/猲,∀ |θ| > η > δ献 令

pk猨θ猩 猽 pk猨θ猩, k ∈ N+

猴



考虑 ∫ π

−π

f猨θ猩pk猨θ猩 dθ 猨猱猩

那么由f̂猨k猩 猽 猰可知猨猱猩恒为猰献 现在利用pk值的集中趋势导出矛盾献 我们有以下估计∣∣∣∣∫
η<|θ|≤π

f猨θ猩pk猨θ猩 dx

∣∣∣∣ ≤ 猲πM猨猱− ϵ

猲
猩k

∫
|θ|<δ

f猨θ猩pk猨θ猩 dx ≥ δf猨猰猩猨猱 猫
ϵ

猲
猩k

并且可以选取η使p, f在|θ| ≤ η非负，即∫
δ<|θ|<η

f猨θ猩pk猨θ猩 dx ≥ 猰

令k → 猫∞即得到矛盾献 □

下面建立我们的第一个收敛性定理献

定理1.3. 设f ∈ C猨T猩献 若f的獆獯獵獲獩獥獲级数绝对收敛，即∑
k∈Z

∣∣∣f̂猨k猩∣∣∣ <∞

则函数列{SN 猨x猩}一致收敛于f猨x猩献
证要献 运用獗獥獩獥獲獳獴獲獡獳獳判别法立得一致收敛性献 所以连续函数

g猨x猩 猽 獬獩獭
N→∞

SN 猨x猩

是良定义的献 计算f, g的各项獆獯獵獲獩獥獲系数，并运用定理猱献猲献 □

受定理猱献猳启发，我们希望找出一些函数，它们的獆獯獵獲獩獥獲级数绝对收敛献

定理1.4. 设f ∈ Cm猨T猩猨獭阶连续可微猩，则存在不依赖于k的常数C满足∣∣∣f̂猨k猩∣∣∣ ≤ C

猨猱 猫 |k|猩m

证要献 利用可微性我们可以使用分部积分猨利用周期性使端点值抵消猩：

f̂猨k猩 猽
猱

猲π

∫ π

−π

f猨x猩e−ikx dx

猽
猱

猲π
· 猱

ik

∫ π

π

f ′猨x猩e−ikx dx

猽 ......

猽
猱

猨ik猩m
· 猱

猲π

∫ π

−π

f (m)猨x猩eikx dx

推论1.5. 设f ∈ C2猨T猩，则f的獆獯獵獲獩獥獲级数一致收敛于f 献

猵



下面将从两个角度来观察这个定理献

函数的光滑性与频率的衰减

首先，定理猱献猴实际上建立了函数光滑性与频率衰减性的关系，可以说这是獆獯獵獲獩獥獲分析

中最核心的思想之一：利用f的獆獯獵獲獩獥獲系数来刻画f的性质献 下面是一些更深入的讨论献

定理1.5. 已知T上的可积函数f，则以下命题等价：
猨猱猩 f ∈ C∞猨T猩，即f光滑献

猨猲猩 f̂具有任意次数的多项式衰减，即对∀N ≥ 猰猬 存在常数CN，使∀k ∈ Z有∣∣∣f̂猨k猩∣∣∣ ≤ CN

猨猱 猫 |k|猩N

证明献 猨猱猩⇒猨猲猩由定理猱献猴立得，下面证明猨猲猩⇒猨猱猩献 由条件可知
∑

k∈Z f̂猨k猩绝对收敛，故f连

续献 同理可知
∑

k∈Z
d
dx
猨f̂猨k猩eikx猩 猽

∑
k∈Z ikf̂猨k猩e

ikx也是一致收敛的献 将求导与积分交换可

知f ∈ C1猨T猩，依次类推即得证献 □

可微性体现了函数猨非常强猩的光滑性，下面我们从猢振荡猢的角度来刻画函数猨较弱猩的光

滑性献

定义1.6. 给定猰 < α < 猱献 若对于f ∈ 猊存在常数C > 猰，满足对∀x, y ∈ 猊都有

|f猨x猩− f猨y猩| ≤ C |x− y|α

则称f为猊上的α−Hölder连续函数，记为f ∈ Cα猨猊猩献

定理1.7. 已知f ∈ Cα猨T猩, α ∈ 猨猰, 猱猩献 则存在不依赖于k的常数C，∣∣∣f̂猨k猩∣∣∣ ≤ C

|k|α
, |k| ≥ 猱

证明献 猨猱猩取满足定义猱献猶的常数C献 下面是利用周期猢平移猢的技术：

f̂猨k猩 猽
猱

猲π

∫ π

−π

f猨x猩eikx dx

猽 − 猱

猲π

∫ π

−π

f猨x猩eikx+iπ dx

猽 − 猱

猲π

∫ π

−π

f猨x猩eik(x−
π
k ) dx

猽 − 猱

猲π

∫ π

−π

f猨x猫
π

k
猩eikx dx

猶



所以 ∣∣∣f̂猨k猩∣∣∣ 猽
猱

猲
· 猱

猲π

∣∣∣∣∫ π

−π

猨f猨x猩− f猨x猫
π

k
猩猩eikx dx

∣∣∣∣
≤ 猱

猴π

∫ π

π

∣∣∣f猨x猫
π

k
猩− f猨x猩 dx

∣∣∣
≤ π

猲
· C · 猱

|k|α

类似的还可以得到獆獯獵獲獩獥獲分析中的一个核心定理猨弱化版本猩：

定理1.9.猨弱化的獒獩獥獭獡獮獮猭獌獥獢獥獳獧獵獥引理猩 设f ∈ C猨T猩，则有

獬獩獭
|k|→∞

f̂猨k猩 猽 猰

证明留作简单的练习猨獤獯獧獥猩献

注献 实际上上述猨猱猩⇒猨猲猩的估计是最佳的猨即α不能再小猩，我们给出一个富有启发的例子：

例1.10. 对于α ∈ 猨猰, 猱猩，考虑级数

fα猨x猩 猽
∞∑
k=1

猱

猲kα
ei2

kx

显然f ∈ C猨T猩献 现在对∀x, h，我们运用所谓的猢二进分解猨獤獹獡獤獩獣 獤獥獣獯獭獰獯獳獩獴獩獯獮猩猢的思想来

估计f猨x猫 h猩− f猨x猩：事先取好一个大数N，

f猨x猫 h猩− f猨x猩 猽
∑

2k≤ 1
N|h|

猱

猲kα
猨ei2

k(x+h) − ei2
kx猩 猫

∑
2k> 1

n|h|

猱

猲kα
猨ei2

k(x+h) − ei2
kx猩

我们分别估计第一项I1和第二项I2献 对于I2，我们直接利用獆獯獵獲獩獥獲系数的迅速衰减：

|I2| ≤
∑

2k> 1
N|h|

猲

猲kα
≤ C1 |h|α

对于I1，注意到猲k |h|在取N充分大时会趋近猰，满足估计
∣∣eiθ − 猱

∣∣ ≤ 猲 |θ|：

猷



|I1| ≤
∑

2k≤ 1
N|h|

猱

猲kα
猨ei2

kh − 猱猩

≤
∑

2k≤ 1
N|h|

猱

猲kα
猲k+1 |h|

猽 猲 |h|
∑

2k≤ 1
N|h|

猲k(1−α)

≤ 猲 |h| · C2猨
猱

N |h|
猩1−α

猽 C3 |h|α

故f ∈ Cα猨T猩献猨请大家自行验证常数对于x, h的独立性猩

微分与乘子

现在来看另一个角度献 定理猱献猴的证明给出了一个重要计算：

f̂ ′猨k猩 猽 ikf̂猨k猩

那么物理空间的微分等价于频率空间上的多项式乘子献 已知微分猨算子猩在C1猨T猩上线性，这
也给出了微分的猢对角化猢献 我们表示成下面猨不严谨猩的交换图表：

C1猨T猩 C猨T猩

L2猨Z猩 L2猨Z猩

d
dx

F F

·ik

事实上大家还可以自行验证以下计算：

平移τhf猨x猩 猺猽 f猨x猫 h猩献 τ̂hf猨k猩 猽 f̂猨k猩eikh

例1.11. 下面考虑一维热方程的初值问题：

猨
∂

∂t
−猁猩u猨x, t猩 猽 猰

u猨x, 猰猩 猽 f猨x猩 ∈ C猨T猩

在T× R上考虑方程，猢预设猢解u猨x, t猩 ∈ C2猨T× R猩，对u |x的獆獯獵獲獩獥獲变换就是合法的：

−k2û猨k, t猩 猽 ∂

∂t
û猨k, t猩

问题变成了求解关于t的獏獄獅，对角化的威力！得到û猨k, t猩 猽 A猨k猩e−k2t，A猨k猩是Z上的函
数献 代入初值条件即有

û猨k, t猩 猽 f̂猨k猩e−k2t

猸



那么：

u猨x, t猩 猽
∑
k∈Z

f̂猨k猩e−ikx · e−k2t

猨猱猩 解的光滑性？

猨猲猩 解是否符合边值猯初值？

这又归结为

猨猳猩 物理空间的什么运算对应了频率空间的乘积？猨即运算∗ 猺 f̂ ∗ g 猽 f̂ · ĝ猩

下一节我们会引入猨猳猩中的————可能是獆獯獵獲獩獥獲分析中最重要的————运算：卷积献

卷积与恒等逼近

考虑f ∈ R猨T猩的獆獯獵獲獩獥獲部分和

SN 猨f猩猨x猩 猽
∑

|k|≤N

f̂猨k猩eikx

猽
∑

|k|≤N

猱

猲π

∫ π

−π

f猨y猩eik(x−y) dy

猽
猱

猲π

∫ π

−π

f猨y猩 · 猨
∑

|k|≤N

eik(x−y)猩 dy

定义Dirichlet核猨獄獩獲獩獣獨獬獥獴 獫獥獲獮獥獬猩为

DN 猨x猩 猽
∑

|k|≤N

eikx

猽
ei(N+1)x − e−iNx

eix − 猱

猽
ei(N+ 1

2 )x − e−i(N+ 1
2 )x

ei
x
2 − ei

x
2

猽
獳獩獮猨N 猫 1

2
猩x

獳獩獮 1
2
x

, x ̸猽 猲kπ猻

DN 猨f猩猨x猩 猽 猲N 猫 猱, x 猽 猲kπ.

不难验证DN ∈ C猨T猩献 那么就有等式SN 猨f猩猨x猩 猽 1
2π

∫ π

−π
f猨y猩DN 猨x− y猩 dy献 据此我们定义卷

积猨獣獯獮獶獯獬獵獴獩獯獮猩∗ 猺 R猨T猩×R猨T猩 → R猨T猩

f ∗ g猨x猩 猽
∫
T
f猨y猩g猨x− y猩 dx

命题1.12. 设f, g, h ∈ R猨T猩，则
猨猱猩 猨f 猫 g猩 ∗ h 猽 f ∗ h猫 g ∗ h, 猨λf猩 ∗ g 猽 λ猨f ∗ g猩 猻
猨猲猩 f ∗ g 猽 g ∗ f 猻

猨猳猩 f ∗ 猨g ∗ h猩 猽 猨f ∗ g猩 ∗ h 猻

猨猴猩猨正则化猩 f ∗ g ∈ C猨T猩 猻

猹



猨猵猩猨獆獯獵獲獩獥獲乘子猩 f̂ ∗ g 猽 f̂ · ĝ献
猨猱猩直接利用定义即可献 但其他部分就很微妙了献 我们先对f, g, h ∈ C猨T猩证明命题献 对

于猨猲猩，令F 猨y猩 猽 f猨y猩g猨x− y猩，利用周期“平移”就可以得到∫ π

−π

f猨y猩 dy 猽

∫ π

−π

f猨x− y猩 dy

对于猨猳猩，简单地积分换序和换元即可献 对于猨猴猩，f ∈ C猨T猩连续，有上界M；注意到g在T上
一致连续献 对∀ϵ > 猰，存在δ > 猰,∀x1, x2 ∈ T, |x1 − x2| < δ，有|g猨x1猩− g猨x2猩| < ϵ献 那么

|猨f ∗ g猩猨x1猩− 猨f ∗ g猩猨x2猩| ≤ 猱

猲π

∣∣∣∣∫ π

−π

獛g猨x1 − y猩− g猨x2 − y猩獝 dy

∣∣∣∣
≤ ϵ

猲π

∫ π

−π

|f猨y猩| dy

≤ ϵM

对于猨猵猩，

f̂ ∗ g猨k猩 猽
猱

猲π

∫ π

−π

猨f ∗ g猩猨x猩e−ikx dx

猽
猱

猲π

∫ π

−π

猨
猱

猲π

∫ π

−π

f猨y猩g猨x− y猩 dy猩e−ikx dx

猽
猱

猲π

∫ π

−π

f猨y猩e−iky猨
猱

猲π

∫ π

−π

g猨x− y猩e−ik(x−y) dx猩 dy

猽
猱

猲π

∫ π

−π

f猨y猩e−iky猨
猱

猲π

∫ π

−π

g猨x猩e−ikx) dx猩 dy

猽 f̂猨k猩 · ĝ猨k猩

证明依赖于连续性，但如果能够利用性质较好的函数猨比如连续函数猩去猨以何种方式？猩“逼

近”可积函数，运算就是自然的献 下面建立一个在理论和思维上都富有教益的引理献

引理1.13. 设f ∈ R猨T猩，则对∀ϵ > 猰，存在fϵ ∈ C猨T猩满足∫
T
|fϵ猨x猩− f猨x猩| < ϵ

引理的证要献 根据獒獩獥獭獡獮獮积分的獄獡獲獢獯獵獸和定义，f猨x猩的积分可以用阶梯函数逼近，而阶

梯函数每个间断点处都可以在任意小的邻域上用连续直线“拟合”献 □

命题的证明献 利用引理可获得连续函数列{fk}, {gk}，fk ∗ gk连续献 下面是经典的猢稠密性

技巧猢猨獤獥獮獳獩獴獹 獡獲獧獵獭獥獮獴猩：

獬獩獭
k→∞

∫
T
|fk猨x猩− f猨x猩| 猽 獬獩獭

k→∞

∫
T
|gk猨x猩− g猨x猩| 猽 猰

现在f ∗ g − fk ∗ gk 猽 猨f − fk猩 ∗ g 猫 fk ∗ 猨g − gk猩，且f, g有界M，则

|猨f − fk猩 ∗ g| ≤
M

猲π

∫ π

−π

|f猨x− y猩− fk猨x− y猩| dy → 猰, k → ∞

猱猰



对于fk ∗ 猨g − gk猩同理献 注意收敛关于x是一致的，故f ∗ g连续，猨猴猩成立；

对于猨猵猩，由fn ∗ gn一致收敛于f ∗ g，有f̂n猨k猩 · ĝn猨k猩 猽 f̂n ∗ gn猨k猩 → f̂ ∗ g, n → ∞献 另一

方面 ∣∣∣f̂猨k猩− f̂n猨k猩
∣∣∣ 猽 猱

猲π

∫ π

−π

|f猨x猩− fk猨x猩| dx

猨猵猩成立；猨猲猩猨猳猩类似，留给各位验证献 □

利用稠密性技巧我们可以证明獆獯獵獲獩獥獲分析的一个核心定理献

定理1.14.猨獒獩獥獭獡獮獮猭獌獥獢獥獳獧獵獥引理獶獥獲獳獩獯獮献猱猩 设f ∈ R猨T猩，

獬獩獭
|k|→∞

f̂猨k猩 猽 猰

注1献 引理猱献猱猳给予我们一种猢度量猢可积函数的手段：∥f∥1 猺猽
∫
T |f |，这与以往使用的∥f∥ 猺猽

supx∈T |f |大不相同献 而引理可以理解为∥·∥1的猢度量猢下C猨T猩在可积函数类中稠密，使得在
积分“作用”下结论可以“连续”地过渡猨如果用∥·∥还稠密吗？猩献 我们也许会在下獯獲下下节

课猨猿猩具体阐述这些重要的对象献

注2献 我们回到例猱献猱猱中的热方程献 令

Ht猨x猩 猽
∑
k∈Z

e−k2t · eikx

由一致收敛性和f̂猨k猩有界易知Ht在T上光滑，称之为T上的热核献 于是得到级数解

u猨t, x猩 猽 猨f ∗Ht猩猨x猩

而下面命题进一步指出卷积能够提升猢正则性猢：

命题1.15. 设f ∈ R猨T猩, g ∈ Ck猨T猩献 则有f ∗ g ∈ Ck

Di猨f ∗ g猩 猽 猨f ∗Dig猩, ∀i ≤ k

命题的证明献 计算

f ∗ g猨x猫猁x猩− f ∗ g猨x0猩− 猨f ∗D1g猩猨x猩 ·猁x

猽
猱

猲π

∫ π

−π

f猨y猩獛g猨x猫猁x− y猩− g猨x− y猩獝 dy − 猨f ∗D1g猩猨x猩 ·猁x

≤ 猱

猲π

∫ π

−π

f猨y猩獛猨D1g猩猨x− y猩 ·猁x猫 o猨猁x猩獝 dy − 猨f ∗D1g猩猨x猩 ·猁x

猽 o猨猁x猩

故f ∗ g ∈ C1猨T猩献 由归纳法命题得证献 □

运用命题猱献猱猵就获得了解u猨x, t猩的光滑性献 这样就回答了问题猨猱猩献

猨獐獓献 一个有趣的物理思考可以猢证明猢Ht恒正献献献猩

猱猱



为了回答獆獯獵獲獩獥獲级数收敛性以及上面所提到的边界稳定问题等等，研究f和一个函数族

的卷积与f的关系就非常必要了献 对于卷积我们还有一种观点猺

f ∗ g是对g在x处用f的值分布来加权献

例1.16 设f ∈ R猨B1猩，令g 猽 1
|B1| · 1B1

，那么f的球平均

A猨f猩猨x猩 猺猽
猱

|B1|

∫
B1

f猨x− y猩dy 猽 f ∗ g猨x猩

受上面启发，下面引入猨非常重要的猩恒等逼近猨獡獰獰獲獯獸獩獭獡獴獩獯獮 獴獯 獴獨獥 獩獤獥獮獴獩獴獹猩的概念献

定义1.17. 我们称一族函数{Kn}是T上的恒等逼近，当且仅当
猨猱猩 ∀n ≥ 猰，

猱

猲π

∫ π

−π

Kn猨x猩 dx 猽 猱猻

猨猲猩 存在M > 猰，∀n ≥ 猰，

猱

猲π

∫ π

−π

|Kn猨x猩| dx ≤M 猻

猨猳猩 对∀δ > 猰， ∫
|x|>δ

|Kn猨x猩| dx→ 猰, n→ ∞.

定理1.18. 设{Kn}是T上的恒等逼近，f ∈ C猨T猩献 则有一致收敛：

獬獩獭
n→∞

f ∗Kn猨x猩 → f猨x猩

证明献 利用连续性，

猲π |f ∗Kn猨x猩− f猨x猩|

猽

∣∣∣∣∫ π

−π

Kn猨y猩獛f猨x− y猩− f猨x猩獝 dy

∣∣∣∣
≤ 猨

∫
|y|>δ

猫

∫
δ<|y|≤π

猩 |Kn猨y猩| · |f猨x− y猩− f猨x猩| dy

≤ ϵ

∫ π

−π

|Kn猨y猩| dy 猫 猲 獳獵獰
x∈T

|f猨x猩| ·
∫
δ<|y|≤π

|Kn猨y猩| dy

由定义可知收敛性以及收敛与x的独立性献 □

定理1.19. 当f ∈ R猨T猩，证明∥f ∗Kn − f∥猩1 → 猰, n→ ∞，即

獬獩獭
n→∞

∫ π

−π

|f ∗Kn猨x猩− f猨x猩| dx 猽 猰

证要献 运用“稠密性技巧”献 □

下面是一个重要的例子，我们会在后面无穷次遇到它献

例1.20.猨磨光子猩 选取恒正，径向的ρ猨x猩 ∈ C∞
0 猨Rn猩满足

∫
Rn ρ猨x猩 dx 猽 猱猨比如獇獡獵獳獳分布函

猱猲



数e−πx2 ∈ C∞
0 猨R猩猩献 构造函数列{ρϵ}ϵ>0

ρϵ猨x猩 猽
猱

ϵn
ρ猨
x

ϵ
猩

请各位证明ϵ→ 猰时磨光子猨獭獯獬獬獩猌獥獲獳猩{ρϵ}是恒等逼近献进而可以用于光滑逼近猨与引理猱献猱猳比

较猩献

补充：稠密性技巧

猨这是课堂上一时兴起临时补充的，也算是为下下节课做点铺垫猩 前面讲到的稠密性技

巧是分析中的惯用套路，下面我们来系统挖掘其中的理论献

定义1.21. 给定R或C上的向量空间X献 如果存在映射∥·∥ 猺 X → 獛猰,猫∞獝满足

猨猱猩猨三角不等式猩 ∥x猫 y∥ ≤ ∥x∥猫 ∥y∥猻
猨猲猩猨仿射关系猩 ∥λx∥ 猽 |λ| ∥x∥，∀λ ∈ C猻
猨猳猩猨正规化猩 ∥猰∥ 猽 猰

则称∥·∥是X上的范数，X是一个赋范向量空间献 往后不加说明的话我们讨论的空间都是赋

范向量空间献

值得注意，X是一个度量空间猨赋予度量拓扑d猨x, y猩 猽 ∥x− y∥猩，于是数分的收敛，极限猨点猩，

稠密，连续等概念可以搬运到X上；同时高代的线性映射可以平行地推广为两个赋范向量

空间之间的线性算子献

例1.22. 以下都是分析中常用的例子，请各位自行验证：

猨獡猩 Rd定义的长度猻

猨獢猩 C猨獛a, b獝猩上定义的∥f∥∞ 猺猽 獳獵獰x∈[a,b] |f猨x猩|猻
猨獣猩 R猨獛a, b獝猩上定义的∥f∥1 猺猽

∫ b

a
|f | dx

现在回到命题猱献猱猲献猨猴猩的证明献 可以发现证明的核心是对猨f − fk猩 ∗ g的估计，其中利用
了g有界和∥f − fk∥1，这并非偶然的技巧献

定义1.22. 线性算子T 猺 X → Y是有界的，当且仅当存在C ≥ 猰满足

∥Tx∥Y ≤ C ∥x∥X

下面的命题指出了算子的有界性是验证连续性极好的方法献

命题1.23. T连续 ⇔ T在猰处连续 ⇔ T有界献

证要献 利用范数的仿射性质即可献 □

容易看出X,Y之间的所有线性算子构成了线性空间L猨X,Y 猩，上面可以定义算子范数：

∥T∥ 猽 獳獵獰{∥Tx∥ 猺 ∥x∥X 猽 猱}

猽 獩獮獦{C 猺 ∥Tx∥ ≤ C ∥x∥X ,∀x ∈ X}

猱猳



综上，给定g后，可以将猨f − fk猩 ∗ g理解为一个C猨T猩∥·∥1
上的有界猨请验证猩线性算子：

T 猺 C猨T猩∥·∥1
→ C猨T猩∥·∥∞

, f 7→ f ∗ g

稠密性引理猱献猱猳已经给出C猨T猩在R猨T猩∥·∥1
，而数分的重要结论“一致收敛的连续函数列收敛

于连续函数”指出C猨T猩∥·∥∞
是完备空间！猨注意，对空间赋予不同范数会很大改变空间的性

质，例如C猨T猩∥·∥1
就不完备猩 那么我们能否利用算子的连续性将T延拓到R猨T猩上，这样完备

性就给出了命题猱献猱猲献猨猴猩的证明献

定理1.24.猨有界线性算子的延拓猩 给定向量空间猨X, ∥·∥X猩, 猨X ′, ∥·∥X猩, 猨Y, ∥·∥Y 猩，其中X ′ ⊂
X在X中稠密猨在∥·∥X拓扑下猩，Y完备献 设线性算子T ′ 猺 X ′ → Y有界，则存在唯一的有界线

性算子T 猺 X → Y满足T |X′猽 T ′献 即有交换图

X ′ X

Y

τ

T ′
T

证明献 先构造T 猺 对∀x ∈ X，任取一个X ′中的列{x′n}, 獬獩獭n→∞ x′n 猽 x，那么定义

T 猨x猩 猺猽 獬獩獭
n→∞

T ′猨x′n猩

由T ′连续性和Y的完备性，极限存在献 由极限的线性性可知T是线性算子献 为了证明定义是

良定义，考虑另一个X ′中的列{y′n}, 獬獩獭n→∞ y′n 猽 x，因为

∥T ′猨y′n猩− T ′猨x′n猩∥Y 猽 ∥T ′猨y′n − x′n猩∥Y ≤ C ∥y′n − x′n∥Y

獬獩獭n→∞ ∥T ′猨y′n猩− T ′猨x′n猩∥Y 猽 猰，T 猨x猩是良好定义的献 特别地，

∥T 猨x猩∥Y 猽 獬獩獭
n→∞

∥T ′猨x′n猩∥Y ≤ 獬獩獭
n→∞

C ∥x′n∥X 猽 C ∥x∥X

T有界；而唯一性直接利用稠密性和T ′连续性获得献 □

注献 这个看似显然的命题是分析学中的一条故事线：对于连续映射，只需考虑它在定义域的

一个稠密子集猨如果有的话猩上的取值猨比如数分中，R上的连续函数完全由它在Q上的取值决
定献猩 而后面我们会知道，猨紧支撑猩光滑函数在许多重要的函数类中稠密，这意味着我们可以

在性质极好的光滑函数空间上先定义线性算子猨微分，獆獯獵獲獩獥獲变换獥獴獣猩并选择恰当的范数使

其有界，然后再延拓到更广的函数类上猨广义导数，缓增分布上的獆獯獵獲獩獥獲变换獥獴獣猩，这是课

程后面引入分布理论的两个核心思路之一献

练习 请利用稠密性技巧和定理猱献猹证明定理猱献猱猴猨獒獩獥獭獡獮獮猭獌獥獢獥獳獧獵獥引理猩献

提示 先给R上的猨双向猩数列空间{{xn} 猺 獬獩獭|n|→∞ xn 猽 猰}赋予一个恰当的范数使其完备献

猱猴



2 Fourier级数的收敛性(Ⅰ): 求和，局部化

本章将介绍獆獯獵獲獩獥獲级数理论初期的一些经典结论，帮助读者熟悉上一章提到的若干概

念与工具献

Dirichlet核，Fejér核

这一节我们应用卷积的性质来初步研究獆獯獵獲獩獥獲级数的收敛性献 自然的我们想验证獄獩獲獩獣獨獬獥獴核

是否是恒等逼近献 很遗憾结论是否定的，这说明獆獯獵獲獩獥獲收敛性问题非常复杂，即使连续点都

可能发散献

命题2.1. 记獄獩獲獩獣獨獬獥獴核为DN，则

猱

猲π

∫ π

−π

DN 猨x猩 dx 猽 猱猻

但存在常数C猬
猱

猲π

∫ π

−π

|DN 猨x猩| dx ≥ C 獬獯獧N,N → 猫∞.

证要献DN 猨x猩 猽
∑

|k|≤N e
ikx积分即可得到第一个结论献 对于第二个结论，观察DN 猽

sin(N+ 1
2 )x

sin 1
2x
可

知第一个结论成立源于DN的振荡献 又DN是偶函数，于是有下面的计算

猱

猲π

∫ π

−π

|DN 猨x猩| dx

猽
猱

π

∫ π

0

∣∣∣∣獳獩獮猨N 猫 1
2
猩x

獳獩獮 1
2
x

∣∣∣∣ dx
猽

猱

π

∫ π

0

∣∣∣∣獳獩獮猨N 猫 1
2
猩x

1
2
x

∣∣∣∣ dx猫
猱

π

∫ π

0

∣∣∣∣獳獩獮猨N 猫
猱

猲
猩x

∣∣∣∣ 猨 猱

獳獩獮 1
2
x
− 猲

x
猩 dx

利用估计x − x3

6
< sinx < x, x ∈ 猨猰, π猩，有

∣∣∣ 1
sin 1

2x
− 2

x

∣∣∣ ≤ x
6
，于是第二项是O猨猱猩阶的献 只需

考虑第一项

猱

π

∫ π

0

∣∣∣∣獳獩獮猨N 猫 1
2
猩x

1
2
x

∣∣∣∣ dx
猽

猲

π

∫ (N+ 1
2 )π

0

∣∣∣∣獳獩獮xx
∣∣∣∣ dx

猽
猲

π

N−1∑
k=0

∫ (k+1)π

kπ

∣∣∣∣獳獩獮xx
∣∣∣∣ dx猫

猲

π

∫ (N+ 1
2 )π

Nπ

∣∣∣∣獳獩獮xx
∣∣∣∣ dx

猽
猲

π

N−1∑
k=1

∫ π

0

∣∣∣∣ 獳獩獮x

x猫 kπ

∣∣∣∣ dx猫O猨
猱

N
猩

之后就是基本操作了献 □

有什么办法消去振荡吗？下面引入Cesàro求和σN：

σN 猽
S1 猫 S2 猫 ...猫 SN

N

猱猵



最直观的例子是发散级数猱猫猨−猱猩猫猱猫猨−猱猩猫...在獃獥獳猒獡獲獯求和意义下收敛献 那么定义Fejér核FN 猺

FN 猨x猩 猽
猱

N

N−1∑
k=0

Dk

猽
猱

N
猨
獳獩獮 N

2
x

獳獩獮 x
2

猩2, x ̸猽 猲kπ猻

FN 猨x猩 猽 N, x 猽 猲kπ.

最后的等式证明与獄獩獲獩獣獨獬獥獴核的公式相似献 那么

σN 猨f猩猨x猩 猽 f ∗ FN 猨x猩

很容易看出獆獥獪猓獥獲核满足恒等逼近的条件猨猱猩猨猲猩献 对于条件猨猳猩，由∀δ > 猰, |x| ∈ 獛δ, π獝：

|FN 猨x猩| ≤ 猱

N
猨
猲

δ
猩2猨獳獩獮

N

猲
x猩2 ≤ 猱

Nδ2

即可知{FN}N∈Z是恒等逼近献

定理2.2.猨獆獥獪猓獥獲定理猩 设f ∈ C猨T猩，则σN 猨f猩猨x猩一致收敛于f 献

逐点收敛方面则可以放宽：

定理2.3.猨獆獥獪猓獥獲定理猩 设f ∈ R猨T猩献 若f在点x有左，右极限，则

σN 猨f猩猨x猩 → 猱

猲
獛f猨x+猩 猫 f猨x−猩獝, N → ∞

证明献 利用恒等逼近条件猨猱猩猨重要技巧猡猩以及FN是偶函数，∣∣∣∣σN 猨f猩猨x猩− 猱

猲
獛f猨x+猩 猫 f猨x−猩獝

∣∣∣∣
≤ 猱

π
猨

∫ δ

0

猫

∫ π

δ

猩FN 猨t猩 · 猨 |f猨x猫 t猩− f猨x+猩|猫 |f猨x− t猩− f猨x−猩|
猲

猩 dt

第一项由左右极限得出o猨猱猩估计，第二项由FN的衰减得出O猨 1
N
猩估计猨重要猩献 □

注献 由此可知如果f在x处的獆獯獵獲獩獥獲级数收敛，那么一定收敛于 1
2
獛f猨x+猩 猫 f猨x−猩獝献

特别地，FN还有另一个表达

FN 猨x猩 猽
∑

|k|≤N

猨猱− |k|
N

猩eikx

则

σN 猨f猩猨x猩 猽
∑

|k|≤N

猨猱− |k|
N

猩f̂猨k猩eikx

是一个三角多项式P 猨eix猩献 于是我们证明了T上的獗獥獩獥獲獳獴獲獡獳獳定理：

猱猶



定理2.4. 设f ∈ C猨T猩献 对∀ϵ > 猰，存在一个三角多项式Pϵ猨e
ix猩满足

∥f − Pϵ∥ < ϵ

注献 定理说明在∥·∥度量下，三角多项式在C猨T猩中稠密献 如此得到了三角函数系
〈
eikx

〉
k∈Z的

完备性献

局部化定理，收敛性判别法

前面几个定理暗示了一个事实：f在点x处的獆獯獵獲獩獥獲级数收敛性只由x的局部决定献 这很

不平凡，因为獆獯獵獲獩獥獲级数是整个T上积分定义的献

定理2.5.猨局部化定理猩 设f, g ∈ R猨T猩献 给定任一x ∈ T, δ > 猰，如果

f |(x−δ,x+δ)猽 g |(x−δ,x+δ)

则

獬獩獭
N→∞

SN 猨f猩猨x猩− SN 猨g猩猨x猩 猽 猰

证明献 这是獒獩獥獭獡獮獮猭獌獥獢獥獳獧獵獥引理的使用“模板”献

SN 猨f猩猨x猩− SN 猨g猩猨x猩

猽

∫ π

0

獛f猨x− y猩 猫 f猨x猫 y猩− g猨x− y猩− g猨x猫 y猩獝 dy

猽

∫ π

δ

獛f猨x− y猩 猫 f猨x猫 y猩− g猨x− y猩− g猨x猫 y猩獝 dy

猽

∫ π

−π

獳獩獮猨N 猫
猱

猲
猩y · 獛f猨x− y猩 猫 f猨x猫 y猩− g猨x− y猩− g猨x猫 y猩

獳獩獮 x
2

· 1δ≤|y|≤π獝 dy

然后检验獒猭獌引理的条件献 □

注献 局部化定理表明獆獯獵獲獩獥獲收敛性取决于獄獩獲獩獣獨獬獥獴核的振荡频率与f在局部上振荡幅度的关

系献 各种收敛性判别法猨以及发散的反例猩都建立在这个观点上，下面仅给出一个例子供大家

体会：

定理2.6.猨獄獩獮獩判别法猩 设f ∈ R猨T猩, x ∈ T满足∣∣∣∣∫ π

0

|f猨x− y猩 猫 f猨x猫 y猩− 猲f猨x猩|
y

dy

∣∣∣∣ <∞

则SN 猨f猩猨x猩 → f猨x猩, N → ∞献

证要献 利用 y
sin y

2
在T上有界献 □

定理2.7.猨獊獯獲獤獡獮判别法猩 设f在点x的邻域上有界变差，则

SNf猨x猩 →
猱

猲
獛f猨x+猩 猫 f猨x−猩獝, N → ∞

猱猷



证要献 根据有界变差函数的结构，不妨设f单调献 将f ∗DN截断为|y| < ϵ和ϵ ≥ |y| ≤ π献 第二

段用獒猭獌引理；第一段运用积分第二中值定理，并将獄獩獲獩獣獨獬獥獴核的分母sin猨y/猲猩换做y/猲并有

误差估计： ∣∣∣∣ 猱

獳獩獮猨y
2
猩
− 猲

y

∣∣∣∣ ≤ Ct, |y| ≤ ϵ

獃是常数献 最后变量代换得到著名的獄獩獲獩獣獨獬獥獴积分猨实际上上述代换正是我们在数学分析中

求獄獩獲獩獣獨獬獥獴积分的方法猩献

在进入更深入的话题前我们插播一节习题课介绍一些有趣的专题，顺便腾出无实变基

础的同学阅读预习材料的时间猨实际是给懒惰的笔者写材料的时间罢

习题

据说某年丘赛分析组的一道面试题

原题只有最后两问献 第猱问出自菲砖，可以作为原题的提示献

A1. 设f ∈ R猨T猩，且上下界分别为M,m献 证明对∀N ∈ N+

m ≤ σNf猨x猩 ≤M, ∀x ∈ T

A2. 设f ∈ R猨T猩，|f | < M 献 设对应的獆獯獵獲獩獥獲级数

f ∼
∑
k∈Z

cke
ikx

且存在一致的常数B：

kck ≤ B, ∀k ∈ Z

证明对∀N ∈ N+，

|SNf猨x猩| ≤M 猫 猲K

A3. 保持獁猲中的獆獯獵獲獩獥獲系数估计献 请问当f满足什么条件时，SNf一致收敛于f？

du Bois-Reymond的发散反例

之前的判别法也暗示了仅给予连续性并不足以使獆獯獵獲獩獥獲级数收敛献 下面我们着手复现

一个连续函数在一点处獆獯獵獲獩獥獲级数发散的著名反例猨獤獵 獂獯獩獳猭獒獥獹獭獯獮獤猬 猱猸猷猶猩献

B1. 证明函数列

SN 猨x猩 猺猽
∑

1≤|k|≤N

eikx

k

对在x ∈ 獛−π, π獝上一致收敛献

猱猸



B2. 设

S−
N 猨x猩 猽

∑
−N≤k≤−1

eikx

k

证明S−
N 猨x猩在闭区间獛a, b獝一致收敛当且仅当猲kπ /∈ 獛a, b獝,∀k ∈ Z献

对N ∈ N≥1，定义

WN 猨x猩 猺猽 eix·2NSN 猨x猩

W−
N 猨x猩 猺猽 eix·2NS−

N 猨x猩

对f ∈ R猨T猩，定义f的谱

spec猨f猩 猺猽 {k ∈ Z | f̂猨k猩 ̸猽 猰}

B3. 设N≥1上的数列{Nn}满足Nn+1 > 猳Nn，证明所有WNj
猨x猩的谱都不相交献

B4. 设级数

f猨x猩 猺猽
∞∑

n=1

猱

n2
WNn

猨x猩

证明f ∈ C猨T猩献

B5. 请构造一个{Nn}满足f的獆獯獵獲獩獥獲级数在点x 猽 猰处发散献

提示献 考虑f的獆獯獵獲獩獥獲级数前猲Nn项部分和献

正定函数的Fourier刻画

给定f ∈ C猨T猩，称f是正定的，当且仅当对∀m ∈ N≥1,∀xa ∈ R, ca ∈ C, a 猽 猱, 猲, ...,m都

有
m∑

a=1

m∑
b=1

xaf猨xa − xb猩xb ≥ 猰

C1. 设f ∈ C猨T猩正定，证明对∀g ∈ C猨T猩都有

猨
猱

猲π
猩2
∫ π

−π

∫ π

−π

g猨x猩f猨x− y猩g猨y猩 dxdy ≥ 猰

C2. 设f ∈ C猨T猩正定，证明f̂猨k猩 ≥ 猰,∀k ∈ Z献

C3. 给定有限獆獯獵獲獩獥獲级数猨N ∈ N猩

f猨x猩 猽
∑

|k|≤N

f̂猨k猩eikx

设f̂猨k猩 ≥ 猰,∀ |k| ≤ N，证明f正定献

猱猹



C4. 设f ∈ C猨T猩满足设f̂猨k猩 ≥ 猰,∀k ∈ Z，证明f正定献

提示献 运用獆猓獥獪獥獲核献

遍历：Weyl等分布判别法

给定獛猰, 猱獝上的数列{xn}和闭区间獛a, b獝，设{xn}在獛a, b獝上的自然密度

DN 猨獛a, b獝猩 猽
|{xn | n ≤ N, xn ∈ 獛a, b獝}|

N

称{xn}在獛猰, 猱獝上等分布，当且仅当獬獩獭N→∞DN 猨獛a, b獝猩 猽 b− a,∀a, b ∈ 獛猰, 猱獝献

D1. 设{xn}在獛猰, 猱獝上等分布，证明{xn}在獛猰, 猱獝上稠密献 但反之不成立献

D2. 证明{xn}在獛猰, 猱獝上等分布当且仅当

獬獩獭
N→∞

猱

N

N∑
n=1

1[a,b]猨xn猩 猽

∫ 1

0

1[a,b]猨x猩 dx

其中獛a, b獝的特征函数1[a,b]猨x猩 猺 猨猽 猱, x ∈ 獛a, b獝猩 猨猽 猰, x /∈ 獛a, b獝猩献

D3. 证明{xn}在獛猰, 猱獝上等分布当且仅当对∀f ∈ C猨獛猰, 猱獝猩都有

獬獩獭
N→∞

猱

N

N∑
n=1

f猨xn猩 猽

∫ 1

0

f猨x猩 dx

D4. 将獃猳中的∀f ∈ C猨獛猰, 猱獝猩分别换为∀f ∈ R猨獛猰, 猱獝猩，∀f ∈ L猨獛猰, 猱獝猩猨獌獥獢獥獳獧獵獥可积猩是否还

成立？

D5. 证明獗獥獹獬判别法：{xn}在獛猰, 猱獝上等分布当且仅当对∀k ̸猽 猰都有

獬獩獭
N→∞

猱

N

N∑
n=1

e2πi·kxn 猽 猰

D6. 验证{{nξ}}ξ/∈Q，{{ank}}a∈R,k∈(0,1)，{{a 獬獯獧猨n猩}}a∈R是否等分布猨内层的{·}指取小数
部分猩献

猲猰



3 从T到Rn: L1和L2空间上的Fourier变换

这一章将引入欧式空间上的獆獯獵獲獩獥獲变换，并建立T和Rn分析之间的联系献 前面几节课已

经提供了不少例子和想法，它们可以被系统地整理进函数空间理论当中献 将函数按各种指标

分类，将函数类看成一个整体空间以及研究函数空间之间的关系是古典分析与现代分析的

分水岭献 往后章节里笔者将努力在獆獯獵獲獩獥獲分析的背景板下呈现这段历史进程之一隅献

Lp空间基础，Rn上的恒等逼近

猨一些基础概念落在讲义第一章最后的猢稠密性技巧补充猢献 同时在本节课及往后我们会直

接使用实变的相关概念，不再特别说明献猩

引理3.1.猨完备性判别猩 设赋范向量空间猨X, ∥·∥猩，则
猨猱猩 如果猨X, ∥·∥猩完备，则X上的绝对收敛级数

∑∞
k=1 xk猺

∞∑
k=1

∥xk∥ <∞

在X中收敛献

猨猲猩 如果X上的每个绝对收敛级数都猨依范数猩收敛，那么猨X, ∥·∥猩是完备的献 我们称完备赋范

向量空间为Banach空间献

证要献 猨猱猩：部分和Sn 猺猽
∑n

k=1，有∥Sn − Sm∥ ≤
∑n

k=m+1 ∥xk∥，利用
∑∞

k=1 ∥xk∥绝对收敛即
可献 □

猨猲猩：猨子列选择技巧猩取獃獡獵獣獨獹列{xk} ⊂ X,x0 猽 猰，则对任意n ∈ N，存在Nn > 猰，对∀i, j ≥
Nn，

∥xi − xj∥ ≤ 猱

猲n

那么考虑子列xNn
猽
∑n

k=1猨xNk
−xk−1猩，那么

∑∞
k=1猨xk−xk−1猩绝对收敛，故x 猺猽

∑∞
k=1猨xk−

xk−1猩 ∈ X，而獃獡獵獣獨獹列和它的子列收敛于同一个极限献 □

定理猱献猲猴启发我们研究一类重要的函数空间Lp猨Rn猩猯Lp猨T猩，它们在积分意义下完备猨下

面我们只对Rn情形讨论，T请各位自行搬运相应的结论猩献

定理3.1. 设猱 ≤ p <∞献 集合Lp空间：

Lp猨Rn猩 猺猽 {f 猺 Rn → R |
∫
Rn

|f |p <∞}

赋予范数

∥f∥p 猺猽 猨

∫
Rn

|f |p猩
1
p

是獂獡獮獡獣獨空间献

注献 严格地说，Lp应当要商调所有几乎处处为猰的函数，因为应把绝对积分相同的函数视为

同一个献 另外f的值域应当扩大为C，但这是平凡的操作了献

Lp猨Rn猩是线性向量空间自然是成立献 ∥·∥p是范数依赖于以下两个重要不等式猨这里略去

猲猱



证明，所需知识不超过数分一范围猩：

定理3.2.猨獈獿獯獬獤獥獲不等式猩 如果猱 < p <∞，猨共轭指标猩 1
p
猫 1

q
猽 猱，设Rn上f, g可测，则

∥f · g∥1 ≤ ∥f∥p ∥g∥q

定理3.3.猨獍獩獮獫獯獷獳獫獩不等式猩 如果猱 ≤ p <∞，f, g ∈ Lp，则

∥f 猫 g∥p ≤ ∥f∥p 猫 ∥g∥p

下面着重研究完备性献

Lp完备性证明献 设{fk} ⊂ Lp猨Rn猩绝对收敛：
∑∞

k=1 ∥fk∥p 猽M <∞献 令

Gn 猽
n∑

k=1

|fk| , G 猽
∞∑
k=1

|fk|

由獍獩獮獫獯獷獳獫獩不等式，

∥Gn∥p ≤
n∑

k=1

∥fk∥p ≤M,∀n ≥ 猱

所以由单调收敛定理，G ∈ Lp猨Rn猩，特别地G猨x猩 < ∞ a.e. 所以F 猨x猩 猺猽
∑∞

k=1 fk猨x猩几乎

处处猨逐点猩收敛，并被G所控制，由控制收敛定理可知F ∈ Lp，引理猳献猱立即完成了证明献 □

另外p 猽 ∞时有L∞空间：

L∞猨Rn猩 猺猽 {f 猺 Rn → C | ∃M ∈ R≥0, |f猨x猩| ≤M a.e.}

并赋予范数

∥f∥∞ 猺猽 獩獮獦
M∈R≥0

|f猨x猩| ≤M a.e.

定理3.4. L∞是獂獡獮獡獣獨空间献

证明献 设獃獡獵獣獨獹列{fk} ⊂ L∞，定义

Aij 猺猽 {x ∈ Rn | |fi猨x猩− fj猨x猩| > ∥fi − fj∥∞}

根据定义这是零测集，所以可数并A 猽
⋃∞

i,j=1Aij零测献注意对∀x /∈ A，{fk猨x猩}是獃獡獵獣獨獹列，

所以f猨x猩 猺猽 獬獩獭k→∞ fk猨x猩几乎处处有定义献 于是可以证明对∀ϵ > 猰，存在N > 猰对任

意i ≥ N 猬

獳獵獰
x/∈A

|fi猨x猩− f猨x猩| < ϵ

这样就证明了f ∈ L∞献 □

注献 利用引理猳献猱猨猲猩的子列选取技巧，可以证明以下重要结论猨留作课前练习猩

猲猲



定理3.5. 设{fk}依Lp收敛于f猨猱 ≤ p ≤ ∞猩，则存在子列{fnk
}逐点收敛于f a.e.

这在证明有关积分的命题提供了不少方便猨有了逐点收敛就可以想办法使用实变三大收敛定

理猩献

练习1. 举反例，使函数列fk 猺 R → R满足

猨猱猩 依L1收敛，但不一致收敛献

猨猲猩 依L1收敛，但不依L2收敛献

猨猳猩 依L2收敛，但不依L1收敛献

练习2.

猨猱猩设f ∈ Lp， 1
p
猫 1

q
猽 猱，则

∥f∥p 猽 獳獵獰
∥g∥q≤1

∫
Rn

f · g

提示献 考虑g 猽 |f |p−1sign(f(x))

∥f∥p−1
p

献

猨猲猩猨獍獩獮獫獯獷獳獫獩积分不等式猩设f是Rn×Rm上的可测函数，猱 ≤ p ≤ ∞献 如果f猨·, y猩 ∈ Lp猨Rn猩，

h猨y猩 猺猽 ∥f猨·, y猩∥p ∈ L1猨Rm猩，则∥∥∥∥∫
R⋗
f猨x, y猩 dy

∥∥∥∥
p

≤
∫
Rm

∥f猨·, y猩∥p dy

提示献 运用猨猱猩献

练习3. 设猊 ⊂ Rn，m猨猊猩 <∞，则Lq猨猊猩 ⊂ Lp猨猊猩, 猱 ≤ p < q献

练习4. 设猱 ≤ p <∞, 猱 ≤ q ≤ ∞献

猨猱猩 证明L1 ∩ L∞在Lq中稠密献

猨猲猩 证明集合

{f ∈ Lp ∩ Lq | ∥f∥q ≤ 猱}

是Lp中的闭集献

提示献 利用定理猳献猵和獆獡獴獯獵引理献

猨猳猩 设函数列{fn} ⊂ Lp ∩ Lq，f ∈ Lp献 如果fn依L
p收敛于f，且獳獵獰n ∥fn∥q < ∞，证

明f ∈ Lr,∀r ∈ 獛p, q猩，且fn依L
r收敛于f 献

同样受定理猱献猲猴驱动，下面建立一些稠密性结论献

猲猳



定理3.6. 设猱 ≤ p <∞，
猨猱猩简单函数类E在Lp中稠密献

证要献 用简单函数列分别单调上升逼近猨f+猩p, 猨f−猩p，利用单调收敛定理献 □

猨猲猩 阶梯函数类在Lp中稠密献

证要献 用阶梯函数去逼近χE , E是可测集献 再用有限个方体覆盖逼近m猨E猩猨有限个猿证明已补

充至附录獁测度材料中猩献 □

猨猳猩 紧支撑连续函数类Cc猨Rn猩在Lp中稠密献

猨猴猩 光滑函数类C∞
0 猨Rn猩在Lp中稠密献

练习5.猨平移连续性猩 设f ∈ Lp, 猱 ≤ p <∞，定义平移算子τy 猺 f猨x猩 7→ f猨x− y猩献 则

獬獩獭
y→0

∥τyf − f∥p 猽 猰

猨猴猩的证明将用到例猱献猲猰的磨光子，并引入Rn上的卷积∗猺

f ∗ g猨x猩 猽
∫
Rn

f猨y猩g猨x− y猩

定理3.7. 设f ∈ L1献

猨猱猩 设g ∈ Lp猨猱 ≤ p ≤ ∞猩，则f ∗ g良定义，且f ∗ g ∈ Lp：

∥f ∗ g∥p ≤ ∥f∥1 · ∥g∥p

证要献 利用獍獩獮獫獯獷獳獫獩积分不等式猨练习猲猨猲猩猩献 □

猨猲猩 设g ∈ L1，则卷积L1 × L1 → L1满足交换律和结合律献

猨猳猩 设f ∈ Lp, g ∈ Lq，p, q共轭献 则f ∗ g有界且一致连续献

证要献 利用Cc逼近献 □

定理3.8.猨正则化猩 设φ ∈ C∞
0 ，f ∈ Lp，则f ∗ φ ∈ Lp ∩ C∞

0 , ∂i猨f ∗ φ猩 猽 f ∗ 猨∂iφ猩献
证要献 利用实变材料定理猰献猵猴献 □

对于磨光子{ρt}t>0我们总结出以下性质得到Rn的恒等逼近猺

猨猱猩 ρ ∈ L1,
∫
Rn ρ 猽 猱, |ρ猨x猩| ≤ C猨猱 猫 |x|猩−n−ϵ；

由此可得估计猺

猨猲猩 ρt猨x猩 ≤ C1
1
tn
；

猨猳猩 ρt猨x猩 ≤ C2
tϵ

|x|n+ϵ 献

猲猴



定理3.9./练习 设f ∈ Cc，则f ∗ ρt一致收敛于f 献

下面的定理事实上证明了一系列獆獯獵獲獩獥獲级数求和法的Lp收敛性猨然而獆獯獵獲獩獥獲级数直接求和

法依然无效猩：

定理3.10. 设f ∈ Lp, 猱 ≤ p <∞，则ρt ∗ f依Lp收敛于f，即

獬獩獭
t→0

∥ρt ∗ f − f∥p 猽 猰

定理3.10证要献 Lp收敛性：换元可得ρt ∗ f猨x猩 − f猨x猩 猽
∫
Rn 獛τtzf猨x猩 − f猨x猩獝ρ猨z猩 dz献 利

用獍獩獮獫獯獷獳獫獩积分不等式和练习猵献 □

注1献 事实上可以把猨猴猩强化为紧支撑光滑函数类D，因为存在紧支撑的光滑函数猨猿猩猺

注2献 了解獌獥獢獥獳獧獵獥微分定理的同学还可以证明以下定理

定理3.10’. f ∗ ρt在f的獌獥獢獥獳獧獵獥集上逐点收敛，进而在Rn上几乎处处收敛献

证要献 思路上延续了之前的“二进分解”技术献 取δ使r < δ时∫
Br

|f猨x− y猩− f猨x猩| dx < ϵ |Br|

设猲N−1t < δ ≤ 猲N t，在|x| < δ对|x|二进分解猺 在中心Bt和环域猲k−1t < |x| ≤ 猲kt上分别使用

估计猨猲猩和猨猳猩献 在|x| > δ利用獈獯獬獤獥獲不等式即可献 □

练习6. 说明C猨Rn猩 ⊂ L∞不稠密献

练习6’.猨重要猩 设g ∈ L1
loc猨Rn猩献 如果对∀u ∈ C∞

c ，
∫
Rn g · u 猽 猰，证明g 猽 猰献

提示献 令u 猽 sign猨g猩 · g ∈ L1，并磨光献

L1(Rn)上的Fourier变换，Fourier反演公式

定义3.11. 设f ∈ L1猨Rn猩献 定义f的Fourier变换：

F 猺 f猨x猩 7→ f̂猨ξ猩 猺猽

∫
Rn

f猨x猩e−2πiξ·x dx

定义

C0猨Rn猩 猺猽 {f ∈ C猨Rn猩 | 獬獩獭
|x|→∞

f猨x猩 猽 猰}

则利用稠密性原理猨请各位自证猨C0, ∥·∥∞猩完备性猩可得

定理3.12. 獆獯獵獲獩獥獲变换

F 猺 L1猨Rn猩 → C0猨Rn猩

是有界线性算子： ∥∥∥f̂∥∥∥
∞

≤ ∥f∥1

证要献 有界性显然献 利用稠密性和C0完备性只需研究∀φ ∈ C∞
c 献 对于连续性，任取收敛于ξ的

猲猵



点列并运用控制收敛定理即可；下面证明獬獩獭|ξ|→∞ f̂猨ξ猩 猽 猰献 重点是建立衰减性和光滑性的

对偶猨请各位动手计算猩：

猨猱猩 函数的求导∼对应频率的乘积：F猨∂kφ猩猨ξ猩 猽 猲πiξkF猨φ猩猨ξ猩

猨猲猩 频率的求导∼对应方向的乘积：∂ξkF猨φ猩猨ξ猩 猽 F猨−猲πixkφ猩猨ξ猩

猨猳猩 猁是獌獡獰獡獬獡獣獥算子献 则根据猨猱猩有猨重要公式猡猩

猨猱 猫 |ξ|2猩N φ̂ 猽 F 獛猨猱−猁猩Nφ獝猨ξ猩

显然猨猱−猁猩Nφ ∈ L1，右式有意义献 估计

|φ̂猨ξ猩| ≤
∥∥猨猱−猁猩Nφ

∥∥
1

猨猱 猫 |ξ|2猩N 猩

所以函数越光滑，频率衰减越快献 考虑φ 猺 ∥f − φ∥1 < ϵ即完成证明献 □

下面建立起一些重要的运算关系献

命题3.13. 函数的卷积对应频率的乘积：设f, g ∈ L1

f̂ ∗ g 猽 f̂ · ĝ

命题3.14. 分部公式：设f ∈ L1猨Rn
x猩, g ∈ L1猨Rn

ξ 猩，则∫
Rn

f̂猨ξ猩g猨ξ猩 dξ 猽

∫
Rn

f猨x猩ĝ猨x猩 dx

证明是獆獵獢獩獮獩定理的简单计算献

命题3.18. 仿射变换：设f ∈ L1, v ∈ Rn, A ∈ GLn猨R猩，则有

猨猱猩 函数的平移对应振动的乘积：τ̂vf猨ξ猩 猽 e−2πiξ·vf̂猨ξ猩；

猨猲猩 换元公式：f̂ ◦A猨ξ猩 猽 獤獥獴猨A猩−1f̂猨A−T ξ猩，特别地f̂猨λ·猩猨ξ猩 猽 λ−nf̂猨λ−1ξ猩

直接用换元公式即得证献

下面是一个非常重要的例子，可以认为得到了獆獯獵獲獩獥獲变换的一个不动点献

命题3.19. Gauss函数G猨x猩 猽 e−π|x|2 ∈ L1，有

F猨G猩猨ξ猩 猽 e−π|ξ|2 猽 G猨ξ猩

猲猶



证要献 实方法：由獆獵獢獩獮獩定理，F猨G猩 猽
∏

1≤k≤n

∫
R e

−2πiξkxke−πx2
k dx，所以只需计算猱维情

形献 令F 猨ξ猩 猺猽
∫
R e

−2πiξx−πx2

dx，求导即可得F满足獏獄獅的初值问题

F ′猨ξ猩 猫 ξF 猨ξ猩 猽 猰, F 猨猰猩 猽

∫
R
e−πx2

猽 猱

解出唯一解即可献 □

复方法：在C上
F 猨ξ猩 猽 e−πξ2

∫
Im(z)=ξ

e−πz2

构造上半平面的矩形围道，用獃獡獵獣獨獹积分定理献 □

借助以上结论可以求出F−1：

定理3.20.猨Fourier反演公式猩 设f ∈ L1猨Rn
x猩满足f̂ ∈ L1猨Rn

ξ 猩，则

f 猽 F−1猨f̂猩 猺猽

∫
Rn

f̂猨ξ猩e2πix·ξ dξ

证要献 证明本身也很有意思，分成以下几步：

猨猱猩 首先有一个重要公式：

F2 猽∨

其中f∨猨x猩 猺猽 f猨−x猩献

猨猲猩 再利用分部公式和猨猱猩证明重要公式：

f ∗ g猨x猩 猽
∫
Rn

f̂猨ξ猩ĝ猨ξ猩e2πiξ·x

猨猳猩 对于Gλ 猽 G猨λ·猩，注意到Ĝλ是恒等逼近献

猨猴猩 利用定理猳献猵的子列技巧献 □

最后多几句：如果与定理猳献猱猲证明的猨猱猩相比较，考虑常系数线性獐獄獅猨下面采用多重指

标记号猩猺 设f ∈ L1，

猨
∑

|α|≤N

aα∂α猩u 猽 f 猨猪猩

假设u ∈ C∞ ∩ L1，獆獯獵獲獩獥獲变换就有

猨
∑

|α|≤N

aα猨猲πiξ猩
α猩û 猽 f̂

有两个求解思路：

猨猱猩 P ∈ L1，

P̂ 猨ξ猩 猽
猱∑

|α|≤N aα猨猲πiξ猩
α

猲猷



獆獯獵獲獩獥獲反演解得P，令u 猽 P ∗ f 献 又或者

猨猲猩 δ ∈ L1，∀f ∈ L1, δ ∗ f 猽 f猨卷积的单位元，由此可以导出δ̂ 猽 1猩，且存在

E 猺 猨
∑

|α|≤N

aα∂α猩E 猽 δ

令u 猽 E ∗ f猨E称为方程猨猪猩的基本解猩献 不过Ê 猽 P̂，殊途同归献

然而不幸的是两种方法都出现问题：猨猱猩是由于P̂ /∈ L1，獆獯獵獲獩獥獲反演以及卷积可能无意义；

猨猲猩是由于

练习7. 证明L1
loc中不存在卷积的单位元δ献

提示献 选择适当的试验函数献

为了解决猨猱猩就要对奇点处的积分做出远为精细的估计，这条路线发展出了调和分析中的

奇异积分理论猨及相应的函数分解技术猩，也许有机会在课程的最后加以介绍；而为了解

决猨猲猩就要扩充函数的定义，这条路线将引出课程后半段重点讲解的猨缓增猩分布理论，在此

预告献

注献 有兴趣的同学可以思考定理猳献猲猰证明中分部公式和恒等逼近的作用，大抵可以看出一

点猨猲猩路线的端倪猨猿猩

L2(T)和L2(Rn)上的Fourier变换

这一节将整理獆獯獵獲獩獥獲对“频率正交性”的观察，即向函数空间引入内积运算献

定义3.21. 赋予一个复双线性型⟨·, ·⟩ 猺 V × V → C满足
猨猱猩 双线性；

猨猲猩 共轭对称：⟨x, y⟩ 猽 ⟨y, x⟩；
猨猳猩 正定：⟨x, x⟩ ≥ 猰，等号当且仅当x 猽 猰时成立

的线性空间称为内积空间

命题3.22. 设猨X, ⟨·, ·⟩猩是内积空间，则
猨猱猩 内积诱导了X的范数∥x∥ 猺猽

√
⟨x, x⟩；

猨猲猩 獃獡獵獣獨獹猭獓獣獨獷獡獲獴獺不等式：|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ · ∥y∥；
猨猳猩 勾股定理：若⟨x, y⟩ 猽 猰，则∥x猫 y∥2 猽 ∥x∥2 猫 ∥y∥2献
猨猴猩 极化恒等式：⟨x, y⟩ 猽 1

4
猨∥x猫 y∥2 − ∥x− y∥2 猫 i ∥x猫 iy∥2 − i ∥x− iy∥2猩献

完备内积空间称为Hilbert空间献 内积为空间引入了几何结构和更便利的收敛猨拓扑猩献

命题3.23. 设獈獩獬獢獥獲獴空间猨H, ⟨·, ·⟩猩献 如果{xn} ⊂ H两两正交，则级数
∑∞

n=1 xn收敛当且

仅当级数
∑∞

n=1 ∥x∥
2
收敛献

证要献 利用正交性展开∥Sm − Sn∥献 □

猲猸



由此引入獈獩獬獢獥獲獴空间的獈獩獬獢獥獲獴基：

定义3.24. 设獈獩獬獢獥獲獴空间猨H, ⟨·, ·⟩猩献 如果{ei} ⊂ H所张成的线性子空间在H中稠密，且⟨ei, ej⟩ 猽
δij猨獋獲獯獮獥獣獫獥獲符号猩，则称{ei}是H的Hilbert基献

定义3.25. 拓扑空间V是可分的，当且仅当V有稠密的可数子集献

定理3.26./练习 可分的獈獩獬獢獥獲獴空间有獈獩獬獢獥獲獴基献

定理3.27. L2猨Rn猩, L2猨T猩是可分獈獩獬獢獥獲獴空间献

证要献 引入内积结构

⟨f, g⟩L2 猺猽

∫
Rn

f · g

完备性上文已经证明献 可分性可以构造有理方体猨顶点坐标均∈ Qn猩的特征函数1B来证明献 □

下面提供了稠密性的判别法献

引理3.28. 设獈獩獬獢獥獲獴空间猨H, ⟨·, ·⟩猩，V ⊂ H是线性子空间献 则V稠密当且仅当，对任意x ∈
H,x ⊥ V ⇒ x 猽 猰献

证要献 设x ∈ H,x ⊥ V 献 由稠密性存在{vk} ⊂ V, vk → x，考虑

∥x∥2 猽 ⟨x, x− vk⟩猫 ⟨x, vk⟩

≤ ∥x− vk∥ · ∥x∥

令k → ∞即可献 充分性请参考补充材料中关于投影算子的内容献 □

命题3.29. 函数列{eikx}k∈Z是L
2猨T猩的一组獈獩獬獢獥獲獴基献

由此直接得到T上经典獆獯獵獲獩獥獲分析最重要的结果：

定理3.30.猨Parseval恒等式猩 设f ∈ L2猨T猩，则

∥f∥22 猽
+∞∑
−∞

∣∣∣f̂猨k猩∣∣∣2
又设f, g ∈ L2猨T猩，则猨由极化恒等式猩

⟨f, g⟩L2 猽
+∞∑
−∞

f̂猨k猩ĝ猨k猩

证要献 这个定理完全可以放在抽象的可分獈獩獬獢獥獲獴空间H上证明献 设{ek}是獈獩獬獢獥獲獴基，得到坐

标ck 猽 ⟨f, ek⟩献 考虑部分和fN 猽
∑N

k=1 ckek，证明猨Bessel不等式猩

∥fN∥ ≤ ∥f∥

由命题猳献猲猳，fN → f ′ 猽
∑

k≥1 ckek，则

⟨f ′, ek⟩ 猽 ⟨f, ek⟩ ,∀k ∈ N

猲猹



由引理猳献猲猸可得f 猽 f ′献 □

第一个应用关于T上的獐獯獩獳獳獯獮核和圆盘獄獩獲獩獣獨獬獥獴问题的解献

练习7. 设f ∈ L2猨T猩

猨猱猩回顾第一章对獄獩獲獩獣獨獬獥獴问题的探究，将解u表达为Pr∗f, r ∈ 獛猰, 猱猩，并给出Poisson核Pr的

显式表示献

猨猲猩 证明Pr是恒等逼近猨r → 猱猩，并给出解u的光滑性和边界收敛性献

猨猳猩 证明Pr猨θ猩, Pr ∗ f猨θ猩在D上调和献

猨猴猩猨獆獡獴獯獵定理猩 设D上的有界全纯函数f，则对几乎每个θ ∈ 獛猰, 猲π猩，f都存在径向极限献

猨可以将条件弱化为Hardy空间：f ∈ H2猨D猩 猺 猩

再介绍一个著名结论，獐獡獳獥獶獡獬恒等式和二进分解共同发挥了作用献

练习8.猨獂獥獲獳獴獥獩獮定理 獦獲獯獭 獓獴獥獩獮习题猩 设f ∈ Cα猨T猩献 如果α > 1
2
，则f的獆獯獵獲獩獥獲级数一致

收敛于f 献 请完成定理的证明：

猨猱猩 设gh猨x猩 猽 f猨x猫 h猩− f猨x− h猩，计算ĝh猨k猩献

猨猲猩 证明存在与h无关的常数C，

∑
k∈Z

|獳獩獮猨kh猩|2
∣∣∣f̂猨k猩∣∣∣2 ≤ Ch2α

猨猳猩 证明
∑
f̂猨k猩绝对收敛，进而完成定理的证明献

提示献 对频率系数h作二进分解献

第三个应用来源于古典獆獯獵獲獩獥獲分析一个令人惊异的结论：

练习9. 我们建立L1的逐项积分定理

猨猱猩 设f ∈ L2猨T猩猨自然f ∈ L1猩，且

f猨x猩 ∼
∑
k∈Z

cne
ikx

则对∀a, b ∈ 獛−π, π獝， ∫ b

a

f猨t猩 dt 猽
∑
k∈Z

∫ b

a

cne
ikx

提示献 用χ[a,b]与f作L
2作内积，用獐獡獲獳獥獶獡獬恒等式献

猳猰



猨猲猩 将条件推广为f ∈ L1猨T猩，证明相同的结论献

提示献 证明函数Fa猨x猩 猽
∫ x

a
f猨t猩 dt是有界变差函数，用獄獩獲獩獣獨獬獥獴猭獊獯獲獤獡獮判别法献

注献 注意定理的条件：f的獆獯獵獲獩獥獲级数完全不需要收敛性！

猨猳猩猨獆獥獪猓獥獲猩 证明L1猨T猩的獆獯獵獲獩獥獲级数一定满足

∑
k∈Z

f̂猨k猩

k
<∞

提示献 计算F 猨x猩 猽
∫ x

0
f猨t猩 dt的獆獯獵獲獩獥獲系数献 考虑獆獥獪獥獲核FN，注意F连续，对FN∗F用獆獥獪猓獥獲定

理并獆獯獵獲獩獥獲展开献 计算FN ∗ F 猨猰猩献

下面建立L2猨Rn猩上的獆獯獵獲獩獥獲变换献 我们形式地定义L2上的Fourier变换：

f̂猨ξ猩 猺猽

∫
Rn

f猨x猩e−2πiξ·x dx, ξ ∈ Rn

注意上面的积分不一定有意义猨例如R上f猨x猩 猽 1
1+|x|猩献 所以利用L

1的獆獯獵獲獩獥獲变换和稠密性

原理：已知C∞
c 猨Rn猩在L2中稠密，而獆獯獵獲獩獥獲变换在C∞

c 上成立

F 猺 C∞
c → L1

另外，对f ∈ C∞
c 有

f̂猨ξ猩 猽

∫
Rn

f猨x猩e2πiξ·x dx 猽 F−1猨f猩猨ξ猩

故有 ∥∥∥f̂∥∥∥2
2

猽

∫
Rn

f̂猨ξ猩 · f̂猨ξ猩 dξ

猽

∫
Rn

F猨f猩猨ξ猩 · F−1猨f猩猨ξ猩 dξ

猽

∫
Rn

f · F ◦ F−1猨f猩 dx

猽 ∥f∥2

由L2完备性完成了延拓：

定理3.31.猨Plancherel定理猩 F 猺 L1 ∩ L2 → L2是等距同构：∥∥∥f̂∥∥∥
2
猽 ∥f∥2

又设f, g ∈ L2，则猨由极化恒等式猩

⟨f, g⟩L2 猽
〈
f̂ , ĝ
〉
L2

练习10. 设f ∈ L2，证明F2猨f猩 猽 f∨献
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练习11. 证明：在L1, L2定义的两个F在L1 ∩ L2上是同一个算子献

至此我们只对p 猽 猱, 猲的情形下定义了獆獯獵獲獩獥獲变换献 很不幸的是，我们没办法在函数层

面对所有p > 猱定义獆獯獵獲獩獥獲变换猨譬如可以考虑函数χR ∈ L∞作獆獯獵獲獩獥獲变换献献献猩，这也进一步

说明我们对于函数的理解应当得到推广，将来再谈献

下面的练习是关于L2猨R2猩的獆獯獵獲獩獥獲变换的应用献

练习12.猨獎獡獳獨不等式，猲猰猱猹年丘赛个人赛笔试题猩 设C1函数f 猺 R2 → R满足f ∈ L1 ∩ L2，

|∇f | ∈ L2，则存在与f无关的常数K：

∥f∥22 ≤ K ∥f∥1 ∥∇f∥2

并给出尽可能小的K献

练习13.猨獈獥獩獳獥獮獢獥獲獧不确定性原理猩 参考獓獴獥獩獮的獆獯獵獲獩獥獲 獁獮獡獬獹獳獩獳相关章节的内容献

补充：投影算子，Riesz表示定理，变分原理

下面补充一点獈獩獬獢獥獲獴空间极重要的理论猨也许课程后面有机会用到猩献

定理3.32.猨投影与变分猩 设獈獩獬獢獥獲獴空间猨H, ⟨·, ·⟩猩，猊 ⊆ H是闭凸集献 则存在唯一的有界映

射

π 猺 H → 猊

满足

∥x− π猨x猩∥ 猽 獩獮獦
y∈Ω

∥x− y∥

称π猨x猩是x在猊上的投影；特别地有猨投影不等式猩

⟨x− π猨x猩, y − π猨x猩⟩ ≤ 猰, ∀y ∈ 猊

证要献给出獩獮獦y∈Ω ∥x− y∥的极小化序列{yk}，利用平行四边形等式验证yk是獃獡獵獣獨獹列，π猨x猩存

在；考虑猨变分法猩

f猨t猩 猽 ∥x− ty − 猨猱− t猩π猨x猩∥

的极值点导出投影不等式献 用投影不等式考虑∥y1 − y2∥可得π猨x猩良定义献 □

定理3.33.猨正交投影猩 在定理猳献猳猲条件下，若猊是线性闭子空间，则π是连续线性映射，且

有正交投影/分解

x− π猨x猩 ⊥ 猊

证要献 将y − π猨x猩, π猨x猩− y分别代入投影不等式献 □

猳猲



下面给出了H的对偶空间

H∗ 猺猽 {f 猺 H → C | ∃C > 猰, |f猨x猩| ≤ C ∥x∥ , ∀x ∈ H}

定理3.34.猨Riesz表示定理猩 设獈獩獬獢獥獲獴空间猨H, ⟨·, ·⟩猩献 对f ∈ H∗，存在uf ∈ H，使得

f 猽 fu 猺 x 7→ ⟨u, x⟩

这诱导了H与H∗的等距同构猨对偶猩献

证要献 考虑闭猨猿猩子空间獫獥獲猨f猩，任取x ∈ H得到v 猽 x − π猨x猩献 调节v范数使得|f猨v猩| 猽 ∥v∥2献
□

注献 借助表示定理，我们今后把线性泛函f猨x猩一律记为⟨f, x⟩以凸显这种对偶性猨无论H是否

为獈獩獬獢獥獲獴空间猩

下面介绍一点变分原理的知识献

定义3.35. 一个双线性型a 猺 H ×H → R是
猨猱猩 连续的，当且仅当存在常数C > 猰，

|a猨u, v猩| ≤ C |u| |v| , ∀u, v ∈ H

猨猲猩 强制的，当且仅当存在常数c > 猰，

a猨v, v猩 ≥ c |v|2 , ∀v ∈ H

猨猳猩 对称的，当且仅当

a猨u, v猩 猽 a猨v, u猩, ∀u, v ∈ H

定理3.36.猨Stampacchia,变分不等式猩设獈獩獬獢獥獲獴空间猨H, ⟨·, ·⟩猩上有强制连续的双线性型a猨·, ·猩献
设猊 ⊆ H是闭凸集，则对∀f ∈ H∗，存在唯一的u ∈ 猊满足

a猨u, v − u猩 ≥ ⟨f, v − u⟩ , ∀v ∈ 猊

特别地，如果a对称，则u有等价刻画

u ∈ 猊,
猱

猲
a猨u, u猩− ⟨f, u⟩ 猽 獭獩獮

v∈Ω
{猱
猲
a猨v, v猩− ⟨f, v⟩}

定理3.37.猨Lax-Milgram定理猩 设定理猳献猳猷中猊 猽 H献 则对∀f ∈ H∗，存在唯一的u ∈ 猊满足

a猨u, v − u猩 猽 ⟨f, v − u⟩ , ∀v ∈ H
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特别地，如果a对称，则u有等价刻画

u ∈ H,
猱

猲
a猨u, u猩− ⟨f, u⟩ 猽 獭獩獮

v∈H
{猱
猲
a猨v, v猩− ⟨f, v⟩}

注献 u的最小值刻画实际上对应了物理的“最小作用量”原理，所以獌猭獍定理在线性椭圆獐獄獅理

论猨刻画稳定系统猩中有重要应用献 比如下面我们对Rn开集上的獄獩獲獩獣獨獬獥獴问题探究一番：献献献

Poisson求和公式，周期化

下面的定理实现了f ∈ C猨R猩的周期化，因此将T上獆獯獵獲獩獥獲级数的研究转移到R上更丰富
的理论是可行的献

定理3.38.猨Poisson求和公式猩 设f ∈ C猨R猩献 如果|f猨x猩| ≤ C猨猱 猫 |x|猩−n−ϵ,
∣∣∣f̂猨ξ猩∣∣∣ ≤ C猨猱 猫

|ξ|猩−n−ϵ，则 ∑
k∈Z

f猨x猫 k猩 猽
∑
k∈Z

f̂猨k猩e2πikx

证要献 左右两式的一致收敛性显然献 由f的衰减可知f ∈ L1，于是可作獆獯獵獲獩獥獲变换并应用控

制收敛定理献 □

练习14. 令f猨x猩 猽 x−2，证明：当x /∈ Z时，

+∞∑
k=−∞

猱

猨x猫 k猩2
猽

π2

猨獳獩獮πx猩2

并据此证明猨獅獵獬獥獲猩自然数倒数平方和为π2

6
献

回忆例猱献猱猱中的热核Ht猨x猩 猽
∑

k∈Z e
−4π2k2te2πinx猨这里系数猲π是为了配合獐獯獩獳獳獯獮求和

公式做的仿射，相当于定义f̂猨k猩 猽
∫ 1

0
f猨x猩e2πikx dx，并无本质的区别猩献 现在构造R上的热

核

Ht猨x猩 猺猽
猱√
猴πt

e−
x2

4t

同样对于獐獯獩獳獳獯獮核Pr猨θ猩猬 也可以定义对应R的獐獯獩獳獳獯獮核

Py猨x猩 猺猽
y

π猨x2 猫 y2猩

练习15. Pr, Ht分别是Py,Ht的周期化献

不难注意到Py,Ht是恒等逼近猨磨光子猩，这启发一个问题：能否从Ht得出H猨t猩是恒等逼

近？下一章将引入新的工具加以讨论献
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4 Fourier级数的收敛性(Ⅱ)：a.e.收敛与极大算子

定理猳献猱猰猧已能解决一大类獆獯獵獲獩獥獲级数收敛性问题，但本章我们将从一个完全不同的角

度看待点态收敛性，真正目的还是以此载体引入一些现代分析的有力工具献

注献 本章为了叙述的方便，我们会这样给出测度空间：猨X,µ猩，X是赋予了一个σ代数的底

空间，µ是相应的测度献

卷积/乘子，周期化与可敛性：从T到R

我们先推广一下之前的獐獯獩獳獳獯獮求和公式的条件献

定义4.1.猨为了少写点字笔者瞎起的名猩 称f ∈ L1猨Rn猩是可敛的，如果存在正的，径向分

布且径向单调递减的可积函数猈，

|f猨x猩| ≤ 猈猨x猩 a.e.

定理4.2. 设f ∈ C猨R猩献 设f, f̂均可敛，则∑
k∈Z

f猨x猫 k猩 猽
∑
k∈Z

f̂猨k猩e2πikx

此前关于獆獯獵獲獩獥獲级数一系列求和法都可归结于卷积核，而直觉上獐獯獩獳獳獯獮公式能帮助我

们从T转移到分析工具更丰富的R献 我们不妨以獆獥獪猓獥獲核为例献 定义R上的Dirichlet核

DR猨x猩 猺猽

∫ R

−R

e2πixξ dξ 猽
獳獩獮猨猲πRx猩

πx

这是因为D̂R猨ξ猩 猽 χ[−R,R]猨ξ猩猨獆獯獵獲獩獥獲乘子猩，这样就能定义f ∈ Lp猨猱 < p < ∞猩的獆獯獵獲獩獥獲部

分和

SRf猨x猩 猺猽 f ∗ DR猨x猩

猨与T上的獄獩獲獩獣獨獬獥獴核DN对比猩献 同理可以定义R上的Fejér核

FR猨x猩 猺猽
猱

R

∫ R

0

Dtf猨x猩 dt 猽
獳獩獮2猨πRx猩

R猨πx猩2

于是有f ∈ Lp猨猱 ≤ p <∞猩的獆獯獵獲獩獥獲猭獃獥獳獡獲獯和

σRf猨x猩 猽
猱

R

∫ R

0

Stf猨x猩dt 猽 f ∗ FR猨x猩

立即能发现FR是一族恒等逼近，所以根据定理猳献猱猰猧，獬獩獭R→∞ f ∗ FR猨x猩 猽 f猨x猩 a.e. 值得

注意的是

练习1. 证明DN , FN分别是DN ,FN的周期化献
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现在考虑f ∈ Lp猨T猩猨这里T的对应区间是獛− 1
2
, 1
2
獝猩，那么由控制收敛

f ∗ FN 猨x猩 猽 f ∗
∑
k∈Z

τkFN 猨x猩

猽 f ∗ FN 猨x猩 猫
∑
k ̸=0

f ∗ τkFN 猨x猩

猽 猨f · χ[− 1
2 ,

1
2 ]
猩 ∗ FN 猨x猩 猫

∑
k ̸=0

f ∗ τkFN 猨x猩

第一项根据R上的结果是→ f猨x猩 a.e. ；

对于第二项，利用FN是磨光子且F1可敛猨被猈猨x猩 猽 1
(πx)2
控制猩，有估计猨这里将f周期平移

至R上猩 ∣∣∣∣∣∑
k ̸=0

f ∗ τkFN 猨x猩

∣∣∣∣∣ ≤∑
k ̸=0

∣∣∣∣∣
∫ 1

2+k

− 1
2+k

f猨x− y猩FN 猨y猩 dy

∣∣∣∣∣
≤
∑
k ̸=0

∥f∥L1(T) 猈N 猨−猱

猲
猫 k猩

≤ ∥f∥L1(T) ·N
∑
k ̸=0

猈猨N猨−猱

猲
猫 k猩猩

根据猈恒正且单调递减， ∑
k ̸=0

猈猨N猨−猱

猲
猫 k猩猩 ∼ 猱

N

∫
|x|>N

2

猈猨x猩 dx

这里k ̸猽 猰是必要的献 再由猈 ∈ L1，积分项→ 猰献 所以当N → ∞时第二项→ 猰献 我们立刻得到

獬獩獭
N→∞

f ∗ FN 猨x猩 猽 f猨x猩 a.e. ∀f ∈ Lp猨T猩, 猱 ≤ p <∞

猨与讲义第三章所得结果加以对比猩

以上论证不依赖于FN的具体形式，我们实际上证明了

定理4.3. 设猱 ≤ p < ∞献 设{Kt}t>0是R上一族卷积核，其中K1 ∈ L1猨R猩可敛，Kt是Kt的

周期化献 如果

獬獩獭
t→0

f ∗ Kt猨x猩 猽 f猨x猩 a.e., ∀f ∈ Lp猨R猩

则

獬獩獭
t→0

f ∗Kt猨x猩 猽 f猨x猩 a.e., ∀f ∈ Lp猨T猩

猨与讲义第二章关于恒等逼近的结论对比猩所以这一章后面我们将致力于解决关于R上可敛卷
积核的几乎处处收敛性，为此我们需要引入新的工具献

分布函数，弱型估计，a.e.收敛与算子族极大算子

在上一章Lp空间一节课里我们提到过p值对f的Lp范数的影响，这一节将引入一些定量
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工具把这些想法定量化猨尽管还比较粗糙猩

定义4.4. 设f ∈ M猨X,µ猩，则定义f猨关于测度µ猩的分布函数af 猺 猨猰,∞猩 → 獛猰,∞獝，

af 猨λ猩 猽 µ猨{x ∈ X | |f猨x猩| > λ}猩

定义的动机还是很明显的猨基于我们之前的讨论猩：

定理4.5.猨Chebyshev不等式猩 设f ∈ Lp猨X猩，则有估计

af 猨λ猩 ≤ 猨
∥f∥p
λ

猩p

注献 这个估计在概率论中也叫Markov不等式献

下面的定理给出了分布函数与Lp范数的联系：

定理4.6. 设ϕ 猺 獛猰,∞猩 → 獛猰,∞猩可微，单调增且ϕ猨猰猩 猽 猰，则∫
X

ϕ猨|f猨x猩|猩 dµ 猽

∫ ∞

0

ϕ′猨λ猩af 猨λ猩 dλ

推论4.7. 设f ∈ Lp猨X猩, 猱 ≤ p <∞，则

∥f∥pp 猽 p

∫ ∞

0

λp−1αf 猨λ猩 dλ

利用分布函数的单调性，我们得以对Lp范数加以二进分解：

练习2.猨重要猩 证明

∥f∥pp ∼
∑
n∈Z

af 猨猲
n猩猲np

注献 后面就能看到，二进分解使得估计更加方便，因为可以把相对抽象的∥·∥p转化为af 猨猲n猩的
估计，这样就能利用关于正实数的众多不等式献

回到卷积核收敛性问题献 根据点态收敛的刻画

{x ∈ X 猺 獬獩獭 獳獵獰
n→+∞

|Snf猨x猩− f猨x猩| 猽 猰}

进而考虑

µ{x ∈ X 猺 獬獩獭 獳獵獰
n→+∞

|Snf猨x猩− f猨x猩| > λ}, ∀λ > 猰

从中便能看出弱型估计的端倪献 我们将卷积核Kt ∈ L1抽象化为一族线性算子{Tt}t>0，定

义Tt的极大算子

T ∗ 猺 Lp猨Rn猩 → M猨R猩, T ∗f猨x猩 猽 獳獵獰
t>0

|Ttf猨x猩|

下面的定理是本章的核心工具之一献
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定理4.8. 设{Tt}t>0是一族L
p猨R猩上的线性算子猨不必有界猩献 如果存在q ≥ 猱，T ∗是弱猨獰猬獱猩型

算子，则集合

猀T 猽 {f ∈ Lp猨R猩 猺 獬獩獭
t→0

Ttf猨x猩 猽 f猨x猩 a.e.}

是Lp猨R猩中的闭集献

证要献 设{fn} ⊂ 猀T依L
p收敛于f，则

µ{x ∈ X 猺 獬獩獭 獳獵獰
n→+∞

|Ttf猨x猩− f猨x猩| > λ}

≤µ{x ∈ X 猺 獬獩獭 獳獵獰
n→+∞

|Tt猨f − fn猩猨x猩 猫 猨Ttfn猨x猩− fn猨x猩猩 猫 猨fn猨x猩− f猨x猩猩| > λ}

≤µ{x ∈ X 猺 T ∗猨f − fn猩猨x猩 >
λ

猲
}

猫 猰

猫 µ{x ∈ X 猺 |猨fn猨x猩− f猨x猩猩| > λ

猲
}

≤猨
猲C

λ
∥fn − f∥p猩

q 猫 猨
猲

λ
∥fn − f∥p猩

p

所以

{x ∈ X 猺 獬獩獭 獳獵獰
n→+∞

|Snf猨x猩− f猨x猩| > 猰}

可表示为可数个零测集之并猨取λ 猽 1
k
猩献 □

我们能对Lp稠密集C∞
c 猨R猩证明可敛卷积核的收敛性猨证略猩，所以基于上述定理，本章往后

会重点研究算子的弱型估计猨称为弱型是因为定理猴献猲猩献

定义4.9. 设测度空间猨X,µ猩，猱 ≤ p <∞献 定义弱Lp空间猨典型例子是|x|−
n
p 猩：

Lp,∞猨X猩 猺猽 {f ∈ M猨X猩 | 獳獵獰
λ>0

λpaf 猨λ猩 <∞}

注献 ∥f∥p,∞ 猽 獳獵獰λ>0 λ · af 猨λ猩
1
p并不是范数猨三角不等式不成立猩献

弱/强(p,q)型，Lp, Lp,∞的插值，实/复插值定理

定义4.10. 设测度空间猨X,µ猩和猨Y, ν猩，算子T 猺 Lp猨X猩 → M猨Y 猩是弱(p,q)算子猨q < ∞猩，

当且仅当存在常数C满足弱型估计

aT (f)猨λ猩 ≤ C猨
∥f∥p
λ

猩q

当q 猽 ∞时弱(p,∞)算子即T 猺 Lp → L∞有界；强(p,q)算子即T 猺 Lp → Lq有界献

定义4.11. 算子T 猺 M猨X猩 → M猨Y 猩是次线性的，当且仅当

猨猱猩 |T 猨f 猫 g猩| ≤ |T 猨f猩|猫 |T 猨g猩| , ∀f, g ∈ M猨X猩；

猨猲猩 |T 猨λf猩| 猽 |λ| |T 猨f猩| , ∀λ ∈ C献

现在介绍非常非常重要的算子插值定理猨实版本猩，可以说这是我们对指标p一系列讨论的
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一次大总结献

引理4.12. Lp0 ∩ Lp1 ⊂ Lp ⊂ Lp0 猫 Lp1 , ∀猱 ≤ p0 ≤ p ≤ p1献

证要献对于左式，法一可以对指标直接用獈獿獯獬獤獥獲不等式；法二可以使用对数凸性技巧猨獈獿獯獬獤獥獲不

等式证明的中间步骤猩猺

|f猨x猩|pt ≤ 猨猱− t猩 |f猨x猩|p0 猫 t |f猨x猩|p1

其中pt 猽 猨猱− t猩p1 猫 tp2；法三则响应了我们上一章讲过指标p与f值分布的朴素关系：∣∣f · χf(x)≤1

∣∣p1 ≤
∣∣f · χf(x)≤1

∣∣p
t
≤ |f |p0∣∣f · χf(x)>1

∣∣p0 ≤
∣∣f · χf(x)>1

∣∣p
t
≤ |f |p1

我们顺便证明了右式献 □

练习3. 设函数f满足弱Lp估计：

∥f∥p0,∞ ≤ B0, ∥f∥p1,∞ ≤ B1

其中猱 ≤ p0 < p1献 则对pt 猽 猨猱− t猩p0 猫 tp1有

∥f∥pt,∞ ≤ Bt 猺猽 B1−t
0 Bt

1

令人惊喜的是基于端点的弱Lp估计可以加强为内点的强Lp估计：

引理4.12’. 在练习猳的记号下，估计可以加强为

∥f∥pt
≤ Cp0,p1,tBt, ∀猰 < t < 猱

进而有

Lp0 ∩ Lp1 ⊂ Lp0,∞ ∩ Lp1,∞

⊂Lpt ⊂ Lpt,∞

⊂Lp0 猫 Lp1 ⊂ Lp0,∞ 猫 Lp1,∞

为了证明更加自然，我们先在更熟悉的正实数上做一些准备献 设正实数A0, A0, B0, B1献 设

A0 ≤ B0, A1 ≤ B1

那么根据对数凸性有

At < Bt,∀猰 < t < 猱

但是估计可以得到进一步加强：
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引理. 按以上记号，对ϵ ≤ 獭獩獮{t, 猱− t}，则

At ≤ Bt ·獭獩獮{A1B0

A0B1

,
A0B1

A1B0

}ϵ

证要献 将原估计的t调整为t猫 ϵ和t− ϵ猨重要技巧猩献 □

引理4.12’证要献 回顾练习猳的证明中

af 猨λ猩 ≤
Bp0

0

λp0
, af 猨λ猩 ≤

Bp1

1

λp1

我们给予更精细的估计：取λ0使得B
p0

0 /λ
p0

0 猽 Bp1

1 /λ
p1

0 ，则根据上述引理，取A0 猽 A1 猽

af 猨λ猩, Bi 猽 Bpi

i /λ
pi

0 计算可得

af 猨λ猩 ≤
Bpt

t

λpt
·獭獩獮{ λ

λ0

,
λ0

λ
}ϵ

其中正常数ϵ仅与p0, p1, t有关献 代入推论猴献猷即可献 □

引理猴献猱猲猧的成功振奋人心献 秉持上述命题的思想猨分离与控制，獤獩獶獩獤獥猭獡獮獤猭獣獯獮獱獵獥獲猩，下面

证明：

定理4.13.猨獍獡獲獣獩獮獫獩獥獷獩獣獺猬 实插值定理猩 设测度空间猨X,µ猩和猨Y, ν猩，猱 ≤ p0 < p1 ≤ ∞献 设

有次线性算子T 猺 Lp0猨X猩 猫 Lp1猨X猩 → M猨Y 猩是弱猨p0猬p0猩和弱猨p1猬p1猩的，则对∀p0 < p < p1，

T是强猨獰猬獰猩算子献

注献 定理中指标情形还可以分别加强为猨p0猬q0猩猬猨p1猬q1猩和猨pt, qt猩猺

猱

pt
猽

猱− t

p0
猫

t

p1
,
猱

qt
猽

猱− t

q0
猫

t

q1

其中pi ≤ qi献 我们来证明这个加强版本献

证明献 由稠密性技巧，不妨设f是有限支撑的简单函数献 根据弱型估计

aTf 猨λ猩 ≤ 猨Bi

∥f∥pi

t
猩qi , i 猽 猰, 猱

根据推论猴献猷与练习猲， ∑
k∈Z

af 猨猲
k猩猲ptk ∼ ∥f∥pt

pt
猨猱猩

且我们只需证明 ∑
k∈Z

aTf 猨猲
k猩猲qtk ≤ Cp0,q0,p1,q1,t ∥f∥

qt
pt

猨猲猩

注意到猨猲猩两边关于f齐次猨请验证猩，故将f正规化：∥f∥pt
猽 猱献 不妨设p0 < p1猨若p0 猽 p1那

么引理猴献猱猲猧已经证明了猩献 下面对f的值分布截断以进行二进分解：

f 猽
∑
m∈Z

fm, fm 猺猽 f · χ2m≤|f |<2m+1

应当指出m可取有限个，因为f有限支撑献 根据T的次线性，对于任意正实数列{ck,m}m∈Z满
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足
∑

m ck,m 猽 猱,∀k ∈ Z猬 有
aTf 猨猲

k猩 ≤
∑
m

aTfm猨ck,m猲k猩

之后我们会根据所需构造参数ck,m的最优选择猨因为恒成立猩献 根据弱型估计有

aTfm猨ck,m猲k猩 ≤ 猨Bi

∥fm∥pi

ck,m猲k
猩qi , i 猽 猰, 猱

根据fm的截断构造，

∥fm∥pi
≤ 猲 · 猲maf 猨猲m猩

1
pi , i 猽 猰, 猱

为了利用猨猱猩，简记bm 猺猽 af 猨猲
m猩猲ptm，则

∑
m bm ≤ ∥f∥pt

pt
猽 猱献 欲得到猨猲猩仅需证明

∑
k

猲kqt
∑
m

獭獩獮
i=0,1

猨猲Bi · c−1
k,m猲m−k−m

pt
pi 猩qib

qi
pi
m ≤ C ∥f∥qtpt

猽 C

由qi ≥ pi与bm ≤ 猱，

b
qi
pi
m ≤ bm, ∀m ∈ Z

代入整理后可知仅需证明∑
k

獭獩獮
i=0,1

猨c−1
k,m猲m(1− pt

pi
)−k(1− qt

qi
)猩qi ≤ C, ∀m ∈ Z 猨猳猩

而点猨 1
pt
, 1
qt
猩猨猰 ≤ t ≤ 猱猩共线，故存在常数α猺

猱

pi
猽

猱

pt
猫 xi,

猱

qi
猽

猱

qt
猫 αxi

代入，猨猳猩左式即为 ∑
k

獭獩獮
i=0,1

猨c−1
k,m猲(kαqt−mpt)xi猩qi

现在需要调节ck,m保证以下要求：

猨猱猩 对∀k ∈ Z ∑
m

ck,m 猽 猱,

猨猲猩 对∀m， ∑
k∈Z

獭獩獮
i=0,1

猨c−1
k,m猲(kαqt−mpt)xi猩qi

一致有界献

注意到q0x0 > 猰, q1x1 < 猰，可以适当选择保证各项的指数衰减献 于是取

ck,m 猽 Kk · 猲−|kαqt−mpt|·min{|x0|,|x1|}
2

其中Kk是保证
∑

m ck,m 猽 猱,∀k ∈ Z的因子献 由等比数列求和可知上式有限，故K存在献 这样

我们完成了定理的证明献 □
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练习4. 上面的证明是针对q0, q1均有限的情形献 请模仿上述证明说明qi 猽 ∞的情形献

据此，我们只需研究端点指标的弱型估计献 历史上，分析学家们正是为了定义练习猴中Lp

的獆獯獵獲獩獥獲变换而发展了插值理论猨獩獮獴獥獲獰獯獬獡獴獩獯獮猩献 当然对于高p值我们还是无能为力献 事实上

最早的插值结论是复插值定理猨因证明使用了复分析手段而得名猩

定理.猨复插值定理，獒獩獥獳獺猩 设线性算子T 猺 Lp0 猫 Lp1 → Lq0 猫 Lq1，且有强端点估计

∥Tf∥q0 ≤ C0 ∥f∥p0
, ∥Tf∥q1 ≤ C1 ∥f∥p1

则有强猨pt, qt猩型的插值估计

∥Tf∥qt ≤ Ct ∥f∥pt

证明相当优雅但篇幅所限无法在此处展示，读者可以参考獆獯獬獬獡獮獤的Real Analysis或者獔献

獔獡獯的An Epsilon of RoomⅠ相关章节献

注意到复插值定理得到的常数系数估计远好于实插值定理猨实方法得到的系数在端点处趋

于无穷猩，但对算子的限制也强了很多猨不适用于次线性，端点必须是强型估计猩，所以各有

用处献

练习5. 证明獈獡獵獳獤獯獲猋猭獙獯獵獮獧不等式：设猱 ≤ p ≤ 猲献 此前已经定义了L1, L2上的獆獯獵獲獩獥獲变

换F，则F可延拓至Lp

F 猺 Lp → Lq,
猱

p
猫

猱

q
猽 猱

且 ∥∥∥f̂∥∥∥
q
≤ ∥f∥p

最后是实分析非常重要的估计技术：Schur test献 它把一大类积分算子的强型估计转

化为核函数在端点情形的积分估计猨来到函数上总是更好计算些猩献

定理/练习6.猨獓獣獨獵獲 獔獥獳獴猩 设p0 猽 猱, q1 猽 ∞, 猱 ≤ p1, q0献 设可测函数K ∈ M猨X × Y 猩，

且满足估计

∥K猨x, ·猩∥q0 ≤ B0, for x a.e.

∥K猨·, y猩∥p′
1
≤ B1, for y a.e.

则线性算子

Tf猨y猩 猺猽

∫
X

K猨x, y猩f猨x猩 dµ猨x猩

在f ∈ Lpt上良定义猨猱 < t < 猱猩，且T是强猨pt, qt猩型估计并不困难：

∥Tf∥qt ≤ Bt ∥f∥pt

猴猲



提示献 运用獍獩獮獫獯獷獳獫獩积分不等式猨第猳章练习猲猩导出端点的强型估计猨常用套路！猩猬 再用复插

值定理献 各位也可以尝试给出弱型版本的獓獣獨獵獲 獴獥獳獴献

球卷积核，Hardy-Littlewood极大算子与可敛性

这一节我们引入局部可积函数类的极大函数来估计K ∗ f 献

定义4.14. 记球体BR 猽 B猨猰, R猩 ⊂ Rn献 设f ∈ L1
loc猨Rn猩，定义Hardy-Littlewood极大

算子M：

M 猺Mf猨x猩 猽 獳獵獰
R>0

猱

|BR|

∫
BR

|f猨x− y猩| dy

注意到，定义可敛函数

ϕ猨x猩 猺猽
猱

|B1|
χB1

则M是球卷积核{ϕt}的极大算子献 下面的定理说明可以利用空间上的极大算子估计算子族的

极大算子献

定理4.15. 设K在R上可敛，则

K ∗ f猨x猩 ≤ ∥K∥1 ·Mf猨x猩

证要献 第猱步：设K是径向单调递减的非负简单函数，对K单调重排得到分解

K猨x猩 猽
∑
k

ak · χBk
猨x猩

其中Bk是以x 猽 猰为球心的球体，ak > 猰献 则

|K ∗ f猨x猩| ≤
∑
k

ak |Bk| ·
猱

|Bk|
χBk

∗ |f | 猨x猩

≤猨
∑
k

ak |Bk|猩Mf猨x猩 猽 ∥K∥1Mf猨x猩

第猲步：设K是径向单调递减的非负可积函数，K可以用一族非负简单函数单调逼近，而所

证估计左右两侧均为积分形式，且仿射系数t不改变条件，所以运用单调收敛定理和第猱步献

第猳步：设K可敛，根据控制函数|Kt|估计即可献 □

显然M是次线性算子，且是猨∞，∞猩型献 但为了证明M是弱猨猱猬猱猩型，我们不妨绕点弯

路引入更强大的工具而不是走经典的猢覆盖法猢路线猨如果我没时间讲覆盖法的话这个可以参

考獓獴獥獩獮实分析第三章前两节猩献

练习7. 设f ∈ L1献 如果Mf ∈ L1，则f 猽 猰 a.e. 所以M不可能是强猨猱, 猱猩型献

证要献 假设f不满足几乎处处为猰，则存在ϵ, R > 猰，∫
BR

|f | ≥ ϵ

那么对于∀x, |x| > R，利用BR ⊂ B猨x, 猲 |x|猩估计Mf猨x猩下界献 □
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Calderón-Zygmund分解，极大算子的弱(1,1)估计

獈猭獌极大算子看似是空间上的操作，实际上还得上升到函数的值分布的层次来研究献 为

了尽可能精细地刻画值分布，我们引入Rn的二进分解：

设Zn是Rn中的格点，定义Qk为顶点在猨猲kZ猩n,边长猲k的全体二进方体构成的集合，Q 猽

∪k∈ZQk就是Rn的二进分解献

可以直接得到以下性质：

猨猱猩 对于任意给定的x ∈ Rn，每个Qk都存在唯一一个方体包含x献

猨猲猩 任意两个二进方体都只有内部不交或某个包含另一个两种情形献

猨猳猩 Qk中的每个方体都包含了猲n个Qk−1中的方体献

对于f ∈ L1
loc，方体Qr 猽 獛−r, r獝n，我们可定义Hardy-Littlewood方体极大算子

M ′ 猺M ′f猨x猩 猽 獳獵獰
r>0

猱

猨猲r猩n

∫
Qr

|f猨x− y猩| dy

显然M ′与M等价，即存在C > c > 猰，

cMf猨x猩 ≤M ′f猨x猩 ≤ CMf猨x猩

下面借助二进分解，定义二进均值算子：

Ek 猺 Ekf猨x猩 猽
∑

Q∈Qk

猨
猱

|Q|

∫
Q

f猩 · 猱Q猨x猩

同样地可以定义{Ek}的二进极大算子：

Md 猺Mdf猨x猩 猽 獳獵獰
k

|Ekf猨x猩|

从空间上看，Md要比M更加“规则”，我们尝试先证明它是弱猨猱, 猱猩型，这导出了二进均值

算子是一个离散版本的恒等逼近献

定理4.16. Md是弱猨猱, 猱猩算子献 进而对f ∈ L1
loc猨Rn猩，

獬獩獭
k→−∞

Ekf猨x猩 猽 f猨x猩 a.e.

定理的证明本质上是要说明

定理4.17.猨Calderón-Zygmund分解Ⅰ猩 设f ∈ L1猨Rn猩非负献 对每个λ > 猰猬 都存在一列

猴猴



二进方体{Qi}满足

猨猱猩 f猨x猩 ≤ λ a.e., x /∈ ∪iQi；

猨猲猩 |∪iQi| ≤ 1
λ
∥f∥1；

猨猳猩 λ < 1
|Qi|

∫
Qi
f < 猲nλ献

定理4.17证明献 覆盖问题可能最重要的思路就是不交化，即用某种方式分划点集使得不同区

域的积分可加献 这里对点集

猊 猽 {x ∈ Rn 猺Mdf猨x猩 > λ}

分划为

猊 猽
⋃
k

猊k 猺 猊k 猽 {x ∈ Rn 猺 Ekf猨x猩 > λ猻Ejf猨x猩 ≤ λ,∀j > k}

猨即猊k由所有二进均值在第k级首次大于λ的点构成献猩 显然

猨獡猩 猊k之间互不相交献

猨獢猩 对∀k ∈ Z，猊k都可以表示为Qk中的方体之并，所以有猊 猽 ∪iQi, Qi ∈ Q献

因此有弱型估计

|猊| 猽
∑
k

|猊k|

≤
∑
k

猱

λ

∫
Ωk

Ekf

猽
猱

λ

∫
Ω

f ≤ 猱

λ
∥f∥1

且根据构造，猨猳猩左式自动满足；对于右式，取Q̃i 猽 猲Qi，则Q̃i比Qi粗一级献 根据构造以

及f非负有

猱

|Qi|

∫
Qi

f

≤

∣∣∣Q̃i

∣∣∣
|Qi|

· 猱∣∣∣Q̃i

∣∣∣
∫
Q̃i

f

≤猲nλ

如此完成了獃猭獚分解的构造献 □

定理4.16证要献显然结论对f ∈ C猨Rn猩成立；根据獃猭獚分解，Md是弱猨猱猬猱猩型算子猨对一般的獦分

划为正负部分别分解猩，由定理猴献猸，结论对f ∈ L1成立；对f ∈ L1
loc，考虑f · χQ ∈ L1, Q ∈

Q0即可献 □

下面的估计是令人振奋的，因为可以用相对正规的Md去控制空间相对灵活的M
′献
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定理4.18. 设f ∈ L1
loc猨Rn猩非负，则

µ{x ∈ Rn |M ′f猨x猩 > 猴nλ} ≤ 猲nµ{x ∈ Rn |Mdf猨x猩 > λ}

证明献 证明思路就如用方体的外覆盖和内覆盖去估计一般区域一般，但证明还是得上升到函

数分解的水平，这也是定理猴献猱猶引入獃猭獚分解的一个动机献 对Mdf按高度λ作獃猭獚分解：

{x ∈ Rn 猺Mdf猨x猩 > λ} 猽
⋃
i

Qi

则定理相当于证明

{x ∈ Rn 猺M ′f猨x猩 > 猴nλ} ⊂
⋃
i

猲Qi

考虑x /∈
⋃

i 猲Qi，Q是任意一个以x为中心的方体，设边长猲k−1 ≤ l猨Q猩 < 猲k献 则Q被粗

一级的Qk中m ≤ 猲n个方体A1, A2, ..., Am覆盖猨在n 猽 猲, 猳情形下直观想象作为辅助猩献 我们

断定任意一个Aj都不会被任何一个Qi所包含，否则x ∈
⋃

i 猲Qi献 那么根据獃猭獚分解的构造，

f在Ai上均值小于λ献 所以

猱

|Q|

∫
Q

f 猽
猱

|Q|

m∑
j=1

∫
Q∩Aj

f

≤
m∑
j=1

|Aj |
|Q|

· 猱

|Aj |

∫
Aj

f

≤m · 猲nλ ≤ 猴nλ

这样完成了定理的证明献 □

借助上述定理我们得到

定理4.19. M,M ′是弱猨猱, 猱猩型和猨∞,∞猩型，进而是强猨p, p猩型，猱 < p <∞献

定理4.20. 设ϕ猨x猩可敛，则对f ∈ Lp, 猱 ≤ p <∞，

獬獩獭
t→0

ϕt ∗ f猨x猩 猽 猨

∫
Rn

ϕ猩 · f猨x猩 a.e.

再运用定理猴献猳，我们完成了本章的目标：一大类卷积核算子——除了獄獩獲獩獣獨獬獥獴核，它不可敛

——的点态收敛性得到确认猨獐献獓献 这里还得到了獌獥獢獥獳獧獵獥微分定理的新证明猩，与定理猳献猱猰一

起也相当完满地回答了例猱献猱猱中提出的问题猨热核的Lp收敛性和獡献獥献收敛性猩献 当然关于獄獩獲獩獣獨獬獥獴核

的毫无进展也在暗示证明獆獯獵獲獩獥獲部分和点态收敛性极度困难献

我们再针对练习猲做一点补充，探讨Mf的可积性，顺便是对前面一些计算寄巧的回顾献

猴猶



定理4.21. 设猊 ⊂ Rn有界，则存在常数C，∫
B

Mf ≤ 猲 |猊|猫 C

∫
Rn

|f | 獬獮+ |f |

其中獬獮+ x 猽 獭獡獸{獬獮x, 猰}献
证要献

最后我们给出獃獡獬獤獥獲猓獯獮猭獚獹獧獭獵獮獤分解在权重不等式的另一个应用猨定理猴献猱猹之推广猩，为本

章作结献

定理4.22. 设w ∈ M猨Rn猩非负，则∫
x:Mf(x)>λ

w猨x猩 dx ≤ C1

λ

∫
Rn

|f猨x猩|Mw猨x猩 dx

对于猱 < p <∞， ∫
Rn

|Mf猨x猩|pw猨x猩 dx ≤ Cp

∫
Rn

|f猨x猩|pMw猨x猩 dx

证要献

注献 定理猴献猲猲进一步发展就是所谓的Ap权重理论，感兴趣的朋友可以参考獄獵獯獡獮獤獩獣獯獥獴獸獥獡的Fourier

Analysis第猷章献

如果后面有机会，笔者可能会在奇异积分的框架下讲述更多故事猨期间将证明獄獩獲獩獣獨獬獥獴核

是强猨p, p猩型，进而得到獆獯獵獲獩獥獲级数的Lp收敛性猩，那时会获得獃猭獚分解猨Ⅱ猩更加深刻的应用献

但接下来我们得先收一收，在下一章继续完善獆獯獵獲獩獥獲分析的基础，并发掘它在分析其他领

域的应用潜力献
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5 从L1
loc到D′: 分布理论，缓增分布的Fourier变换

本章将引入分布理论和缓增分布的獆獯獵獲獩獥獲变换，统一地刻画各类分析对象，并进一步

探讨獆獯獵獲獩獥獲分析的诸多有力应用献

试验函数D(Ω)，分布D′(Ω)的性质和运算

我们将之前试验函数的思想严格化献 此后若不加说明，猊 ⊆ Rn是非空开集献

定义5.1. 令试验函数空间D猨猊猩是C∞
c 猨猊猩上定义收敛性猨拓扑猩：D猨猊猩中的序列{φk}收敛于φ ∈

D猨猊猩，当且仅当

猨猱猩 存在紧集K ⊂ 猊，獳獵獰獰猨φk猩 ⊆ K对∀k一致成立；

猨猲猩 对任意多重指标α，Dαφk一致收敛于D
αφ献

定义5.2. 猊上的分布u 猺 D猨猊猩 → C是D猨猊猩上的线性泛函，满足猺

φk → φ⇒ ⟨u, φk⟩ → ⟨u, φ⟩

猊上的全体分布构成的向量空间记为D′猨猊猩献

分布的定义有一个更易于使用的版本，即引入了猨多重猩范数：猨这个范数记号与之前的Lp范

数相同，不过在语境中个各位自然能够区分两者猩

定理5.3. 线性泛函u 猺 D猨猊猩 → C是猊上的分布，当且仅当对任意紧集K ⊂ 猊，存在常

数CK > 猰, pK ∈ N猨依赖于K猩满足

|⟨u, φ⟩| ≤ CK ∥φ∥pK
,∀φ ∈ C∞

K

其中

∥·∥N 猺 ∥φ∥N 猽 獳獵獰
|α|≤N

∥Dαφ∥L∞(K)

特别地，如果常数pK 猽 p不依赖于K，则称p为u的阶献

证要. 必要性：给定K献 假设上述估计不成立，那么对∀k ∈ N，存在φk ∈ D猨K猩满足猨用仿射

正规化猩

⟨u, φk⟩ 猽 猱, ∥φ∥k ≤ 猱

k

因此在D拓扑下φk → 猰，这与u的连续性矛盾献 充分性留作练习献 □

注献 从定义可以看出，分布的阶越高意味着分布的“正则”性越差，这个通过比较以下例子

的阶就可以看出

下面给出一些重要例子献
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例5.4. 局部可积函数f ∈ L1
loc可以嵌入D′猨猊猩中：

φ 7→
∫
Ω

f猨x猩φ猨x猩 dx

所以分布也常被称为广义函数献

例5.5. 獄獩獲獡獣函数δa猺

⟨δz, φ⟩ 猽 φ猨a猩, a ∈ 猊

练习1.猨重要猩 证明在分布意义下磨光子ρt → δ0献

例5.6. 獒獡獤獯獮测度µ猺 对猊中的紧集K，都有µ猨K猩 <∞献 µ可以成为一个分布：

φ 7→
∫
Ω

φdµ

例5.7. 1
x
的主值积分：由于 1

x
/∈ L1

loc猨R猩，积分运算失效，但我们可以定义分布〈
獰.獶.

猱

x
, φ

〉
猺猽

∫ ∞

0

φ猨x猩− φ猨−x猩
x

猽 獬獩獭
ϵ→0+

〈
猱

x
χ|x|>ϵ, φ

〉
这个分布在调和分析以及獐獄獅中应用广泛猨獈獩獬獢獥獲獴变换猩献

定理5.8.猨唯一性猩 嵌入映射

π 猺 L1
loc猨猊猩 → D′猨猊猩

是单射献

证要献 对任意含于猊的紧集K，考虑试验函数

φK猨x猩 猽
f猨x猩

|f猨x猩|
· χK猨x猩, f猨x猩 ̸猽 猰

猽 猰, f猨x猩 猽 猰

将φK磨光为φK,t ∈ D猨猊猩，当t充分小时獳獵獰獰猨φK,t猩 ⊂ 猊猨对∂K运用有限覆盖即可猩献 利用定

理猳献猱猰的L1收敛性将t→ 猰献 □

下面我们通过C∞猨猊猩上的运算来定义分布的各种运算献 “对偶”的思想来源于分部积分公

式献

定理5.9. 设连续算子T及其伴随T ′均属于L猨D猨猊猩,D猨猊猩猩，则T可以延拓为D′ → D′猺

⟨Tu, φ⟩ 猺猽 ⟨u, T ′φ⟩ , ∀u ∈ D′猨猊猩,∀φ ∈ D猨猊猩

证要献 简单的定义验证献 □

猴猹



例5.10. 取限制：令u ∈ D′猨猊猩, A ⊂ 猊献 定义u在A上的限制映射

獒獥獳猨u猩 猺 ⟨獒獥獳猨u猩.φ⟩ 猽 ⟨u, φ⟩ , ∀φ ∈ D猨A猩

例5.11. C∞猨猊猩模结构：对f ∈ C∞猨猊猩, u ∈ D′猨猊猩，定义乘积

f · u 猺 ⟨f · u, φ⟩ 猽 ⟨u, f · φ⟩ , ∀φ ∈ D猨猊猩

例5.12. 变量代换：设微分同胚猈 猺 猊1 → 猊2，u ∈ D′猨猊2猩，定义

u ◦ 猈 ∈ D′猨猊1猩, ⟨u ◦ 猈, φ⟩ 猽
〈
u,

φ ◦ 猈−1

|獊Φ ◦ 猈−1|

〉

最有趣的运算可能是求导：

例5.13. 设u ∈ D′猨猊猩，定义u关于指标α的导数为

Dαu 猺 ⟨Dαu, φ⟩ 猽 猨−猱猩α ⟨u,Dαφ⟩ , ∀φ ∈ D猨猊猩

例5.14. 獈獥獡獶獩獳獩獤獥函数H猨t猩 猺猽 χx≥0 ∈ L1
loc猨R猩猺

H ′ 猽 δ0

例5.15. 对数函数獬獮 |x| ∈ L1
loc猨R猩猺

猨獬獮 |x|猩′ 猽 獰.獶.
猱

x

练习. 证明m阶分布u的导数Dαu的阶≤ |α|猫m，并尝试举例说明不等号取等献

注献 所以如果将函数f ∈ Ck
c看作分布，则可以猨形式上猩认为獤獥獧 f 猽 −k猨各位自己验证一下猩献

这更进一步印证了之前定理猵献猳的注解中关于分布的奇异性与分布的阶之间关系的直觉献

根据定义猵献猱猰，对∀v ∈ Rn，可以定义分布的平移运算

τvu 猺 ⟨τvu, φ⟩ 猽 ⟨u, τ−vφ⟩ , ∀φ ∈ D猨猊猩

据此我们给出方向导数的刻画献

定理5.16. 设u ∈ D′猨猊猩, v ∈ Rn，则在分布意义下

獬獩獭
t→0

τtvu− u

t
猽

n∑
k=1

vkDku
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证要献 考虑多元獔獡獹獬獯獲公式猨带一阶积分余项猩献 □

可以在分布的框架下推广獎獥獷獴獯獮猭獌獥獩獢獮獩獺公式献

命题5.17. 设f ∈ L1猨猨a, b猩猩，定义原函数

F 猨x猩 猽

∫ x

a

f猨t猩 dt

则F是连续函数，且在分布意义下，

F ′猨x猩 猽 f猨x猩

借助分布的语言可以推广多元微积分中的獇獵獡獳獳猭獇獲獥獥獮散度定理：

定理5.18. 设猊有界带边定向光滑，v猨x猩是x ∈ ∂猊处的单位外法向量，曲面测度为 dσ献 那

么 dσ定义了分布

dσ ∈ D′猨Rn猩 猺 φ 7→
∫
∂Ω

φ猨x猩 dσ

且在D′猨Rn猩上，

∇χΩ 猽 −v dσ

分布的局部刻画与支集，分布的卷积

分布u是在D猨猊猩上整体定义的，但下面的定理指出分布是一个局部对象献

定理5.19. 任给猊中的一族开集{猊i}，猊i ⊂ 猊，且

猊 猽
⋃
i∈I

猊i

对每个猊i均赋予一个分布ui ∈ D′猨猊i猩献 如果{ui}满足相容性条件：

ui |Ωi∩Ωj
猽 uj |Ωi∩Ωj

, ∀i, j ∈ I

则存在唯一的分布u ∈ D′猨猊猩满足

u |Ωi
猽 ui,∀i ∈ I

证要献 证明依赖于拓扑学中一个经典程序猺

单位分解定理：任给紧集K ⊂ Rn，并被有限个开集{U1, ..., UN}覆盖. 则存在光滑函数χk ∈
C∞

c 猨Uk猩猨猱 ≤ k ≤ N猩满足

(1) 猰 ≤ χk猨x猩 ≤ 猱, ∀x ∈ Rn；
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(2) 存在开集V ⊃ K满足

N∑
k=1

χk猨x猩 猽 猱, ∀x ∈ V

继而对任意f ∈ D的支集取有限覆盖，将f · 猱单位分解献 证明需分三步：证明与覆盖选取无

关；证明与紧集K的选取无关；证明拼接出的u确是一个分布献 □

定理猵献猲猰说明要验证分布u的某一性质，那么在任意局部上验证即可献 为更精细地刻画分

布的局部性质，引入以下概念献

定义5.20. 分布u在猊上是零分布，当且仅当对∀φ ∈ D, 獳獵獰獰猨φ猩 ⊂ 猊有⟨u, f⟩ 猽 猰献

自然地可以定义

定义5.21. 分布u的支集獳獵獰獰猨u猩是满足u在其上为零分布的最大开集献 如果支集包含于一

个紧集中，则称u为紧支分布献 紧支分布空间记为E ′猨猊猩献

注献 定义的合理性有待验证献 首先取所有满足零分布条件的开集之并U猨当然还是开集猩，只

需验证u在U上是零分布：对于任意在U上的紧支撑光滑函数f，由紧性对f运用单位分解即

可献

练习2. u ∈ D′猨猊猩, f ∈ D猨猊猩献 设u, f的支集不交，证明⟨u, f⟩ 猽 猰

证要献 按定义

⟨fu, φ⟩ 猽 ⟨u, fφ⟩

獳獵獰獰猨fu猩 ⊂ 獦，按支集的定义得证献 □

练习3. 设f ∈ C∞, u ∈ D′满足f · u 猽 猰献 证明u在f猨x猩 ̸猽 猰的开集上是零分布献

证要献 设开集U上f猨x猩 ̸猽 猰，按定义猬对∀φ ∈ D猨U猩

猰 猽 ⟨fu, φ⟩ 猽 ⟨fu |U , φ⟩

猽 ⟨u |U , f |U ·φ⟩

f |U ̸猽 猰，所以f |U ·D猨U猩 猽 D猨U猩献 □

练习4. 设u ∈ D′献 证明獳獵獰獰猨Du猩 ⊆ 獳獵獰獰猨u猩献

定理5.21’ 紧支分布的阶有限献

证要献 记獳獵獰獰猨u猩 猽 K，那么存在χ ∈ D猨猊猩，χ |K≡ 猱献 注意到一个重要事实

⟨u, f⟩ 猽 ⟨u, χ · f⟩ ,∀f ∈ D猨猊猩

所以紧支分布作用在D猨猊猩上可等价于在D猨獳獵獰獰猨χ猩猩上献 运用分布的定义即可献 □

注献 这里用截断函数χ“记住”分布u的支集是一个相当好用的技巧，与前面研究分布的运
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算时关于“对偶延拓”的思想相仿，都是把分布的性质转移到试验函数上献

下面可以逐步定义分布的卷积运算献 设猊 猽 Rn, f ∈ D，考虑诱导的卷积算子

Tf 猺 D → D, u 7→ u ∗ f

计算得到其伴随T ′
f 猽 Tf∨ 献 根据定理猵献猹，定义卷积

∗ 猺 D ×D′ 7→ D′, ⟨f ∗ u, φ⟩ 猽 ⟨u, f ∗ φ⟩

若将x看做分布u的参数，我们可以推广一下，为分布建立与含参变量积分的平行的结论：

交换分布与求导猯积分的顺序献

定理5.22. 给定分布u ∈ D′猨Rn猩，双变量试验函数φ猨x, y猩 ∈ D猨Rm × Rn猩献 定义函数

ψ猨x猩 猽 ⟨u, φ猨x, ·猩⟩

则有以下结论：

猨猱猩 ψ猨x猩 ∈ D猨Rm猩，且分布与参数的导数可交换：

Dαψ猨x猩 猽 ⟨u,Dα
xφ猨x, ·猩⟩

猨猲猩 分布与参数的积分可交换：∫
Rm

ψ猨x猩 dx 猽

〈
u,

∫
Rm

φ猨x, ·猩 dx
〉

证要献 猨猱猩：设獳獵獰獰猨φ猩 ⊂ K×K ′，其中K,K ′是紧集，显然獳獵獰獰猨ψ猩 ⊂ K献 根据归纳法，我们

只需证明ψ ∈ C1献 固定x 猽 x0，对∀ϵ > 猰, y ∈ Rn，v ∈ Rm猨|v| 猽 猱猩，考虑獔獡獹獬獯獲公式带猲阶

积分余项：

φ猨x0 猫 ϵv, y猩− φ猨x0, y猩− ϵDvφ猨x0, y猩

猽ϵ2 · r猨ϵ, v, y猩 猨猪猩

其中

r猨ϵ, v, y猩 猽 猲
∑
|α|=2

vα

α猡

∫ 1

0

猨猱− t猩Dα
xφ猨x0 猫 tϵv, y猩 dt

令u作用于猨∗猩等式两边得到

ψ猨x0 猫 ϵv猩− ψ猨x0猩

ϵ
−Dvφ猨x0, y猩

猽ϵ ⟨u, rϵ,v,y⟩

只需估计对猰 < ϵ < 猱，r猨ϵ, v, y猩在试验函数的多重范数意义下一致有界猨即对ϵ，猨獡猩有公共紧

的支集猻猨獢猩且各阶导数的L∞一致有界猩献 这留作简单的数分练习献 □

猨猲猩：由归纳法，只需证明m 猽 猱的情形献 因为光滑性，这里可以采用獒獩獥獭獡獮獮积分献 不妨
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设K我们考虑细度猱/k的獒獩獥獭獡獮獮和：

φk猨y猩 猽
猱

k

∑
|i|≤k

φ猨
i

k
R, y猩 ∈ D猨Rn猩

由于φk是有限和形式，分布与有限和当然可以交换献 所以只需证明在D猨Rn猩的拓扑下

φk猨y猩 →
∫
R1

φ猨x, ·猩 dx, k → ∞

考虑

ϕk猨y猩 猽

∫
R1

φ猨x, ·猩 dx− φk猨y猩

猽
∑

|i|≤k−1

∫ R·(i+1)/k

R·i/k
φ猨x, y猩− φ猨

i

k
·R, y猩 dx

显然獳獵獰獰猨ϕ猩 ⊂ K ′一致成立献 根据控制收敛定理推论可以交换导数与积分顺序，进而给

出
∥∥Dβϕk

∥∥
∞的一致估计献 □

注献 在证明猨猲猩时应用的技巧也可见于全纯函数的含参积分是全纯函数的证明猨参考獓獴獥獩獮的Complex

Analysis猬獰猵猶猭猵猷猩献

作为上述定理的推论，卷积能够提升正则性：

定理5.22’. 设f ∈ D, u ∈ D′献 则f ∗ u ∈ C∞，且

Dα猨f ∗ u猩 猽 Dαf ∗ u 猽 f ∗Dαu

证要献 我们考虑卷积的另一个表示

f ∗ u猨x猩 猽 ⟨u, f猨x− ·猩⟩

猨请计算验证⟨⟨u, f猨x− ∗猩⟩ , φ⟩ 猽 ⟨u, ⟨f猨· − y猩φ⟩⟩献 光滑函数⟨u, f猨x− ·猩⟩自然局部可积，由
嵌入的唯一性可知该表达式就是f ∗ u猩
表达式良定义显然献 如此便可应用上一个定理献 □

练习5. 獳獵獰獰猨f ∗ u猩 ⊂ 獳獵獰獰猨f猩 猫 獳獵獰獰猨u猩献 特别地

∗ 猺 D × E ′ → D

练习6. 验证卷积的结合律： f ∗ 猨g ∗ u猩 猽 猨f ∗ g猩 ∗ u献
证要献 运用积分与分布的换序献 □

练习7.猨重要猩 卷积的恒等元：

f ∗ δ 猽 f, ∀f ∈ D
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利用卷积，我们得到相当有用的技术：分布意义下的光滑逼近猨这是函数版本的类比猩献

定理5.23. 给定磨光子{ρt} ⊂ D猨Rn猩献 对于∀u ∈ D′猨Rn猩，在分布意义下，

ρt ∗ u→ u, t→ 猰

其中ρt ∗ u ∈ C∞献

证要献 按定义，我们给出

⟨ρt ∗ u, φ⟩ 猽 ⟨u, φ ∗ ρ∨t ⟩

只需证明在D的拓扑下ρt ∗ φ→ φ献 留作计算习题献 □

作为光滑逼近的第一个应用，可以证明分布为常数的充分条件：一阶导数为猰献

定理5.24. 设猊 ⊂ Rn是连通开集，设分布u的所有猱阶导数Dju是猊上的零分布，则在分布意

义下u等于常数献

证要献不妨设獳獵獰獰猨ρt猩 ⊂ B猨猰, t猩献 则獳獵獰獰猨Dj猨ρt∗u猩猩 猽 獳獵獰獰猨ρt∗Dju猩 ⊂ Rn\猊猫B猨猰, t猩，所以

令猊t由猊中所有距离边界大于t的点构成献 ut 猽 ρt∗u光滑，所以ut |Rn\{0}≡ Ct献 对f ∈ D猨猊t猩，

在分布意义下

⟨ut, f⟩ 猽 Ct

∫
Rn

f

根据光滑逼近，左式→ ⟨u, f⟩，所以Ct → C <∞存在猨请验证C与f的选择无关猩，u |Ωt
猽 C献

令t→ 猰即得证献 □

光滑逼近说明在分布意义下，试验函数和紧支分布差别很小献 受此启发，我们进一步地

推广卷积：定义分布与紧支分布的卷积献

定义5.25. 设u ∈ D′猨Rn猩, c ∈ E ′猨Rn猩，则定义卷积

∗ 猺 E ′ ×D′ → D′, ⟨c ∗ u, φ⟩ 猺猽 ⟨u, φ ∗ c∨⟩

注献 当然需要证明这是良定义的，即c ∗ u是分布：首先φ ∗ c∨紧支撑献 再由c ∈ E ′阶有限，按

定义验证即可献 □

例5.26.猨重要猩 獄獩獲獡獣分布与平移

δa ∗ u 猽 τau, ∀u ∈ D′, a ∈ Rn

特别地有卷积的恒等元δ

δ ∗ u 猽 u
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练习8. 獳獵獰獰猨c ∗ u猩 ⊂ 獳獵獰獰猨c猩 猫 獳獵獰獰猨u猩献 特别地，

∗ 猺 E ′ × E ′ → E ′

练习9. 卷积与导数可交换：

Dα猨c ∗ u猩 猽 Dαc ∗ u 猽 c ∗ 猨Dαu猩

证要献 直接按定义计算，并使用定理猵献猲猲猧献 □

应当指出在E ′ × E ′卷积满足更多运算性质：

定理5.27. 卷积∗ 猺 E ′ × E ′ → E ′满足交换律献

证要献 我们采用光滑逼近将D上的交换律转移到E ′上献 设分布意义下的光滑逼近c2,t → c，取

试验函数φ ∗ c∨1，根据卷积的定理和练习猶版本的结合律计算

⟨c1 ∗ c2,t, φ⟩ 猽 ⟨c2,t, φ ∗ c∨1 ⟩

猽

∫
Rn

c2,t猨x猩φ ∗ c∨1 猨x猩 dx

猽

〈
c∨1 ,

∫
Rn

c2,t猨x猩φ猨x− ·猩 dx
〉

猽 ⟨c∨1 , c2,t ∗ φ∨⟩

猽 ⟨c∨1 , φ∨ ∗ c2,t⟩ 猨here we change the order猩

猽 ⟨c1, 猨φ ∗ ρ∨t 猩 ∗ c∨2 ⟩ 猨here we use the associative law猩

猽 ⟨c2 ∗ c1, φ ∗ ρ∨t ⟩

两边令t→ 猰即得证献 □

利用交换律可以得到

定理5.28.猨卷积的连续性猩 设有公共支集的紧支分布列ck → c献 又有分布列uk → u，则

c ∗ uk → c ∗ u, ck ∗ u→ c ∗ u

证要献 第一个极限直接按定义计算即可；第二个极限的困难在于按定义展开后试验函数本身

是一个序列，不太好处理献 我们利用交换律来化解：用截断函数ψ记住φ ∗ c∨k的公共支集以

猵猶



实现u的紧支化

⟨ck ∗ u, φ⟩ 猽 ⟨u, φ ∗ c∨k ⟩

猽 ⟨u, ψ · φ ∗ c∨k ⟩

猽 ⟨ck ∗ 猨ψ · u猩, φ⟩

猽 ⟨ck, φ ∗ 猨ψ · u猩⟩ 猨here we change the order猩

→ ⟨猨ψ · u猩 ∗ c, φ⟩

猽 ⟨猨ψ · u猩, φ ∗ c∨⟩ 猨here we change the order猩

猽 ⟨u, φ ∗ c∨⟩ 猽 ⟨c ∗ u, φ⟩ . □

定理5.29. 对于c1, c2 ∈ E ′, u ∈ D′，卷积满足结合律猺

c2 ∗ 猨c1 ∗ u猩 猽 猨c2 ∗ c1猩 ∗ u

证要献 c1, c2均运用光滑逼近，最后通过卷积的连续性得到原结论献 □

对于E ′，定理猵献猲猲可以推广：与光滑函数卷积献

定理5.30. 将f ∈ C∞猨Rn猩视为分布，则

∗ 猺 C∞ × E ′ → C∞

证要献 首先紧支分布作用于光滑函数等价于分布作用于支集上的试验函数献 所以对Rn单位分

解，并在每个局部上运用定理猵献猲猲猧猨注意，使用单位分解时每个局部至多支撑有限个分解函

数，所以导数与求和可以交换猩献 □

Laplace算子的基本解，初探椭圆PDE

这一章我们借助分布语言研究獌獡獰獬獡獣獥算子猁与相应的獐獯獩獳獳獯獮方程

猁u 猽 f, f ∈ E ′ 猨猪猩

的猢弱解猢献 根据第猴章L1上的獆獯獵獲獩獥獲变换一节最后的讨论和本章练习猸，我们来研究所谓的

“基本解”

E ∈ D′猨Rn猩 猺 猁E 猽 δ

如果能求出E，那么按照之前的讨论猨猪猩在分布意义下存在解

u 猽 E ∗ f ∈ D′

先将上面的讨论严格化献
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定义5.31. 对于多重指标α，指定复值函数aα ∈ C∞，对于N ∈ N以下形式的算子

P 猨D猩 猽
∑

|α|≤N

aα ·Dα

称为N次线性微分算子献 如果aα均为常数，则称之为常系数；如果aα 猽 猰,∀ |α| < N，则称

之为N次齐次 献

显然P 猨d猩可以作用在分布上，其伴随算子

P ′猨D猩 猽
∑

|α|≤N

猨−猱猩|α|Dα猨aα·猩

定义5.32. 给定Rn上的常系数线性微分算子P，如果存在分布E ∈ D′满足

P 猨E猩 猽 δ

则称E为算子P的基本解献

注献 有一个著名定理

定理.猨獍獡獬獧獲獡獮獧獥猭獅獨獲獥獮獰獲獥獩獳猩 Rn上的常系数线性微分算子都有基本解献

獍和獅最初的证明都使用了泛函分析中的獈獡獨獮猭獂獡獮獡獣獨定理，这里当然讲不了献 分析学大

师獌献 獈獿獯獲獭獡獮獤獥獲给出了一个相对初等的证明献 他实际上证明了以下L2先验估计

定理.猨獈獿獯獲獭獡獮獤獥獲猩 獉獦 猊 獩獳 獡 獢獯獵獮獤獥獤 獳獥獴 獩獮 Rn猬 獡獮獤 獩獦 P 猨D猩 獩獳 獮獯獮猭獺獥獲獯猬 獴獨獥獲獥 獥獸獩獳獴獳 獡

獣獯獮獳獴獡獮獴 C > 猰 獳獵獣獨 獴獨獡獴 獦獯獲 獥獶獥獲獹 C∞猭獦獵獮獣獴獩獯獮 φ 獷獩獴獨 獣獯獭獰獡獣獴 獳獵獰獰獯獲獴 獩獮 猊猬

∥P 猨D猩φ∥2 ≥ C ∥φ∥2

证明相当长，建议大家查阅獓獴獥獩獮实分析讲獈獩獬獩獢獥獲獴空间例子的章节或者獈獿獯獲獭獡獮獤獥獲发表在四

大之一Acta Math的原论文On the theory of general partial differential operators的定理猲献猶献

基本解的重要性在于，如果常系数微分算子P 猨D猩有基本解E ∈ D′猨Rn猩，那么对于方程

P 猨D猩u 猽 f, f ∈ E ′猨Rn猩

作计算

f 猽δ ∗ f 猽 f ∗ 猨P 猨D猩E猩

猽P 猨D猩猨f ∗ E猩
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这样我们就得到了方程的一个弱解E ∗ f 献 假设P 猨D猩u 猽 f的另一个解v，则

v 猽 δ ∗ v 猽 v ∗ P 猨D猩E

猽 P 猨D猩v ∗ E 猽 f ∗ E

猽 u

如此我们得到分布意义下方程解的存在唯一性！

下面介绍分布理论在獐獄獅的一些具体应用献

练习10.猨来自品神的讲义第猳卷獰猷猶猹猩 练习旨在应用基本解理论研究獐獯獩獳獳獯獮方程解的性质献

设n ≥ 猳献

猨猱猩 证明獌獡獰獬獡獣獥算子猁的基本解是所谓的獎獥獷獴獯獮位势

E 猽
猱

猨猲− n猩 |Sn−1|
· |x|2−n

, n ≥ 猳

注献 注意到E局部可积，当然是分布献

提示献 核心是分布的散度定理猨定理猵献猱猸猩献

猨猲猩 证明 ∂E
∂xi

∈ L1
loc猨Rn猩 猱 ≤ i ≤ n，故也是分布献 并猨在分布意义下猩有

∂E

∂xi
猨x猩 猽

猱

|獓n−1|
· xi
|x|n

出于物理考虑，下面设n 猽 猳，f ∈ E ′猨R3猩献 作为基本解的应用，这里指出一个令人惊诧的事

实：“椭圆正则性”，即原方程假定解是分布且方程只涉及一部分二阶导数，但能先验地指

出解的光滑性猨至少要严格地比f更光滑，严谨叙述需要獓獯獢獯獬獥獶空间的语言，下一章我们再

谈猩献

猨猳猩 对任意的 u ∈ D′猨R3猩，如果它们满足獐獯獩獳獳獯獮方程猨猪猩，则u在 獳獵獰獰猨f猩 之外是光滑的，

即

u ∈ C∞猨R3 \ 獳獵獰獰猨f猩猩

猨猴猩 证明Weyl定理：开集猊 ⊂ R3上的调和分布是光滑函数献

猨猵猩 证明椭圆正则性：设开集猊 ⊂ R3上的分布u和光滑函数f满足獐獯獩獳獳獯獮方程猨猪猩，则u ∈
C∞猨猊猩献

注献 椭圆正则性是一类广泛的现象，后面我们会着手证明，并解释“椭圆”一词的来源献

值得注意的是，椭圆正则性对于非椭圆方程不成立，比如对于“双曲方程”的典例波方程：
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猨猶猩 证明对于任何一对分布l,m ∈ D′猨R1猩，

u 猽 l猨x猫 t猩 猫m猨x− t猩

都是一维波方程

猨
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
猩u 猽 猰

的弱解献

猨猷猩 给定f ∈ E ′猨R3猩，证明u 猽 f ∗ E是獐獯獩獳獳獯獮方程猨猪猩的解，且有渐进性质：

|f ∗ E猨x猩| 猽 O猨|x|−1
猩

猨猸猩 在猨猷猩条件下进一步证明渐进性质：∣∣∣∣u猨x猩 猫 ⟨f, 猱⟩
猴π |x|

∣∣∣∣ 猽 O猨|x|−2
猩

基本解还可以用于证明所谓的Schauder型估计，即弱解的α−獈獿獯獬獤獥獲连续性献 这对一般

的“椭圆方程”均成立，但这里我们选择对最基本的獐獯獩獳獳獯獮方程作直接计算来证明献 首先

在有界开集猊上定义Hölder空间Ck,α

Ck,α猨猊猩 猺猽 {f ∈ Ck猨猊猩 | Dβf ∈ C0,α猨猊猩, ∀ |β| ≤ k}

其中猰 ≤ α ≤ 猱，并配备Hölder范数

∥f∥k,α 猺猽
∑
|β|≤k

猨獳獵獰
x∈Ω

∣∣Dβf猨x猩
∣∣猫 獳獵獰

x,y∈Ω;x ̸=y

∣∣Dβ猨x猩−Dβ猨y猩
∣∣

|x− y|α
猩

练习11. 设猰 < α < 猱猬f是支撑在有界区域猊 ⊂ R3上的L∞函数献 那么根据练习猱猰，獐獯獩獳獳獯獮方

程猁u 猽 f有弱解

u猨x猩 猺猽
猱

猴π

∫
R3

f猨y猩

|x− y|
dy

猨猱猩 证明u ∈ C0猨R3猩献

猨猲猩 证明u ∈ C1,α猨R3猩, ∀猰 < α < 猱献 并对i 猽 猱, 猲, 猳有

∂u

∂xi
猨x猩 猽 − 猱

猴π

∫
R3

f猨y猩 · xi − yi

|x− y|3
dy

进一步，给定α ∈ 猨猰, 猱猩，设f ∈ C0,α猨R3猩献
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猨猳猩 证明u ∈ C2猨R3猩，并对i, j 猽 猱, 猲, 猳有

∂2u

∂xi∂xj
猽

猱

猴π
· f ∗ 獰.獶.Ki,j

其中猨δij是关于i, j 猽 猱, 猲, 猳的獋獲獯獮獥獣獫獥獲符号猩

K猨x猩 猺猽
猳xixj

|x|5
− δij

|x|3

猨猴猩 证明u ∈ C2,α猨R3猩，并建立獓獣獨獡獵獤獥獲型估计

∥u∥k,α ≤ Cα ∥f∥0,α

其中Cα仅与α有关献

猨猵猩 举例说明α 猽 猰时獓獣獨獡獵獤獥獲估计不成立献

练习12. 分布理论在复分析中的应用：证明獃獡獵獣獨獹猭獒獩獥獭獡獮獮方程

∂

∂z
u 猺猽

猱

猲
猨
∂

∂x
猫 i

∂

∂y
猩u 猽 猰

的基本解是 1
πz
献 进而证明全纯函数的光滑性献

注献对于练习猱猲，我们给出一个间接的提示：獃獡獵獣獨獹积分公式一个非常优雅的证明献 证明

需要一些微分流形的基础献 自然地前提是有界区域猊有分段C1−边界∂猊献

Cauchy积分公式证明献 首先对全纯函数v

dv 猽
∂v

∂x
dx猫

∂v

∂y
dy 猽

∂v

∂z
dz 猫

∂v

∂猖z
d猖z

其中在猊的切丛T猊中定义基底变换

∂

∂z
猺猽

猱

猲
猨
∂

∂x
− i

∂

∂y
猩

∂

∂猖z
猺猽

猱

猲
猨
∂

∂x
猫 i

∂

∂x
猩

以及在余切丛T ∗猊上对应有dz, d猖z猨变换矩阵是基底变换矩阵的转置逆，即对偶猩

dz 猽 dx猫 idy, d猖z 猽 dx− idy

引入微分形式的语言，计算得到

獤猨v dz猩 猽 −∂v
∂猖z

dz ∧ d猖z

对∀ζ ∈ 猊，圆周B猨ζ, r猩， 1
z−ζ
在猊 \ B猨ζ, r猩上全纯献 取v 猽 u/猨z − ζ猩，其中u全纯献 根
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据獓獴獯獫獥獳公式， ∫
Ω\B(ζ,r)

∂v

∂猖z
dz ∧ d猖z 猽

∫
∂Ω−∂B(ζ,r)

v dz

代入并整理 ∫
Ω\B(ζ,r)

∂v

∂猖z
dz ∧ d猖z

猽

∫
Ω\B(ζ,r)

∂u

∂猖z
· 猱

z − ζ
猫 u猨z猩 · ∂

∂猖z

猱

z − ζ
dz ∧ d猖z

猽猰

以及 ∫
∂Ω−∂B(ζ,r)

v dz

猽

∫
∂Ω

u猨z猩

z − ζ
dz −

∫
∂B(ζ,r)

u猨z猩 · 猱

z − ζ
dz

猽

∫
∂Ω

u猨z猩

z − ζ
dz −

∫
∂B(ζ,r)

u猨ζ 猫 reiθ猩 · 猱

reiθ
d reiθ

猽

∫
∂Ω

u猨z猩

z − ζ
dz −

∫ 2π

0

u猨ζ 猫 reiθ猩 · i dθ

令r → 猰，得到 ∫
∂Ω

u猨z猩

z − ζ
dz 猽 猲πi · u猨ζ猩, ∀ζ ∈ 猊◦

獃獡獵獣獨獹积分公式成立献 特别地，取u猨z猩 猽 f猨z猩 · 猨z − ζ猩猨其中f全纯猩即可得到獃獡獵獣獨獹定理猺∫
∂Ω

f猨z猩 dz 猽 猰

我们完成了证明献 □

各位可以思考上述证明何处体现猱/z是獃猭獒方程的基本解？

Schwartz空间S，缓增分布S ′与Fourier变换

猨设猊 猽 Rn猩我们回顾第猳章如何定义獆獯獵獲獩獥獲变换：在L1上定义积分变换

F猨f猩猨ξ猩 猽

∫
Rn

f猨x猩e−2πiξ·x dx

在定义L2上定义是通过L1, L2的公共稠密集C∞
c 来定义献两个定义都严格依赖于映射F的有界性：

F 猺 L1 → L∞, L2 → L2

然而一则对于更广泛的函数类猨哪怕是最简单的χRn猩，獆獯獵獲獩獥獲积分都无法定义；二则对于Lp的

所有指标似乎无法得到F的有界性猨通过獒獩獥獳獺猭獔獨獯獲獩獮复插值定理也只能证明猱 ≤ p ≤ 猲的情

形猩献

种种困难都指出獆獯獵獲獩獥獲变换的定义需要推广，不然之前因獆獯獵獲獩獥獲变换享受到的好处就

猶猲



太局限了献 命题猳献猱猴告诉我们F的伴随就是F自身猨即自伴猩献 那么根据定理猵献猹，我们希望

将獆獯獵獲獩獥獲变换推广至u ∈ D上猺

F猨u猩 猽 û 猺 ⟨û, φ⟩ 猽 ⟨u, φ̂⟩ 猨猪猩

如此大大延拓了獆獯獵獲獩獥獲变换的定义域，同时借助之前分布理论的成功可以期待原有的性质

能够继承献 但一个致命的缺陷在于一般情况下对于φ ∈ D，φ̂ /∈ D，猨∗猩的右式没有定义！

如何规避这一缺陷？獌献 獓獣獨獷獡獲獴獺构思了新的试验函数空间：首先对支集不能有限制，

因此要保证函数物理和频率的衰减性；同时光滑性好保证分布运算的多样性献 注意到第三章

我们已经证明过频率的衰减性∼物理的光滑性，所以獓獣獨獷獡獲獴獺构造

定义5.33. 称函数f ∈ C∞猨Rn猩是速降函数，如果对任意多重指标α, β

xαDβf ∈ L∞.

Rn上的所有速降函数构成了Schwartz空间S猨Rn猩，配备多重范数

∥f∥N,S 猺猽
∑

|α|,|β|≤N

∥∥xαDβf
∥∥
∞

并定义拓扑：fn → f ∈ S当且仅当对∀N ∈ N，

獬獩獭
n→∞

∥fn − f∥N,S → 猰

例5.34. 显然D ⊂ S献

例5.35. e−π|x|2 ∈ S猨Rn猩献

练习13. 设f ∈ S献 证明对∀α, β，xαDβf ∈ S献

练习14. 设f, g ∈ S献 证明f ∗ g ∈ S献

练习15.猨重要猩 设N ∈ N, |α| , |β| ≤ N 献 证明以下估计

∥∥xαDβf
∥∥
1
≤ Cn ∥f∥N+n+1,S , ∀f ∈ S猨Rn猩

其中常数Cn只与n有关献

注献 练习指出

S猨Rn猩 ⊂ Lp猨Rn猩, ∀猱 ≤ p ≤ ∞

命题5.36.猨重要猩 证明D猨Rn猩 ↪→ S猨Rn猩稠密献

证要献 考虑截断函数χ：
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猨猱猩 χ ∈ D，猰 ≤ χ ≤ 猱；

猨猲猩 χ猨x猩 ≡ 猱, ∀ |x| ≤ 猱献

对f ∈ S，构造C∞
c 列

fn 猺 fn猨x猩 猽 χ猨
x

n
猩 · f猨x猩

证明在S拓扑下fn → f 献 □

下面建立S上的獆獯獵獲獩獥獲变换理论，这将印证我们前面的构造动机献 S ⊂ L1，獆獯獵獲獩獥獲变换

自然良定义献

命题5.37. 设f ∈ S，验证公式：

猨Dαf 猩̂猨ξ猩 猽 猨猲πiξ猩αf̂猨ξ猩

以及

Dαf̂猨ξ猩 猽 猨猨−猲πix猩αf 猩̂猨ξ猩

证明献 当|α| 猽 猱对任意f ∈ S，∀k ⩽ n，利用分部积分，我们有

∂̂kf猨ξ猩 猽 −
∫
Rn

猨−猲πiξk猩e
−2πix·ξf猨x猩dx 猽 猲πiξkf̂猨ξ猩

第二个等式要用控制收敛定理的推论猨积分与求导数可交换猩，我们有

∂ξk f̂猨ξ猩 猽

∫
Rn

猨−猲πixk猩e
−2πix·ξf猨x猩dx 猽 猨−猲πixkf 猩̂猨ξ猩

推广到多重指标上便完成了命题的证明献 □

定理5.38. S上的獆獯獵獲獩獥獲变换F是连续线性同构：

F 猺 S → S, f 7→ f̂

且在S拓扑下
fn → f ⇒ f̂n → f̂ , n→ ∞

同时獆獯獵獲獩獥獲反演F−1存在且连续献

证明献 先给出光滑性导致的频率衰减献给定任意p ∈ N+固定两个多重指标α和β，其中|α|, |β| ⩽
p献 利用已经证明的公式，我们就有

|ξα∂β
ξ f̂猨ξ猩| 猽 | ̂∂α猨xβf猩猨ξ猩|

⩽ ∥∂α猨xβf猩猨x猩∥L1

⩽ Cp ∥f∥p+n+1,S

猶猴



獆獯獵獲獩獥獲变换的连续性可以由这个估计得到：对任意给定p，我们有∥∥∥f̂n − f̂
∥∥∥
p,S

⩽ Cp ∥fn − f∥p+n+1,S → 猰

按照定义，我们就有S拓扑下
f̂n→f̂ , n→ ∞

最后，我们来说明F是同构献 实际上可以直接定义獆獯獵獲獩獥獲变换的逆F−1，因为f̂ ∈ L1，所以

之前的F−1也是良定义献 类似前面的论证命题即得证猨F−1也是连续的猩献 □

现在已经做好定义S上的分布的准备了献

定义5.39. S猨Rn猩上的对偶空间猨即S所有连续线性泛函构成的线性空间猩S ′猨Rn猩称为缓增分

布空间献 并赋予拓扑：给定缓增分布的序列{uk}k⩾1 ⊂ S ′猨Rn猩，称它在S ′猨Rn猩的意义下收敛

到u ∈ S ′猨猊猩，当且仅当对∀φ ∈ S猨Rn猩，都有

獬獩獭
k→∞

⟨uk, φ⟩ 猽 ⟨u, φ⟩.

定理5.40. S上的线性泛函u ∈ S′当且仅当存在常数C > 猰，N ∈ N：

|⟨u, φ⟩| ≤ C ∥φ∥N,S , ∀φ ∈ S

注献 请与关于分布的定理猵献猳的表述进行对比献

证要献 类似定理猵献猳献 □

由于D ⊂ S稠密，承接上述定理可以得到一个判别u ∈ D′是缓增分布的法则：

定理5.41.设u ∈ D′猨Rn猩，如果u满足

|⟨u, φ⟩| ⩽ ∥φ∥p , ∀φ ∈ D猨Rn猩

则存在唯一的缓增分布Tu，对于∀ψ ∈ D猨Rn猩，都有

Tu猨ψ猩 猽 ⟨u, ψ⟩.

因此仍将此缓增分布记作⟨u, ·⟩献
注. 证明方法是老生常谈的稠密性技巧，注意结论与逼近列的选择无关献

对任意φ ∈ S猨Rn猩，我们选取{φk}k⩾1 ⊂ D猨Rn猩为φ在S猨Rn猩中的逼近序列，那么，

⟨∂αu, φ⟩ 猽 猨−猱猩|α| 獬獩獭
k→∞

⟨u, ∂αφk⟩

猽 猨−猱猩|α|⟨u, ∂|α|φ⟩

猶猵



所以仍然有类似于分布情形的公式：

⟨∂αu, φ⟩ 猽 猨−猱猩|α|⟨u, ∂αφ⟩

类似地还有

⟨xβu, φ⟩ 猽 ⟨u, xβφ⟩

给定u ∈ S ′猨Rn猩和多重指标α，β，作为u ∈ S ′猨Rn猩 ⊂ D′猨Rn猩，自然有∂αu, xβu ∈ D′猨Rn猩献

而且实际上对∀φ，按照定义有

|⟨∂αu, φ⟩| 猽 |⟨u, ∂αφ⟩| ⩽ C ∥φ∥p+|α|,S .

这表明∂αu ∈ S ′猨Rn猩献 类似地，我们有xβu ∈ S ′猨Rn猩献 猨上面的论述不过是把对偶原理的证明

重新走了一遍猩

但如果f仅仅是光滑函数，那么

⟨fu, φ⟩S′×S 猽 ⟨u, fφ⟩S′×S .

并不成立，因为通常而言fφ /∈ S猨Rn猩献

猨注意对偶原理成立需要算子及其伴随算子均为有界算子献猩

容易得到

练习16. 对任意的多重指标α和β，我们有如下的连续映射

xα 猺 S ′猨Rn猩 → S ′猨Rn猩

∂β 猺 S ′猨Rn猩 → S ′猨Rn猩

即

猨猱猩 如果u ∈ S ′猨Rn猩，那么∂αu, xβu ∈ S ′猨Rn猩献

猨猲猩 如果缓增分布的收敛序列uk → u，那么它在求导数和乘多项式下被保持：

∂α → ∂αu, xβuk → xβu.

我们现在看一些缓增的分布的例子：

例5.42. 设猱 ≤ p ≤ ∞，我们可以将函数空间Lp猨Rn猩视为分布，那么它们是缓增的分布献

证要献 基本思想是分离出分母上的多项式因子来保证可积性献 设f ∈ L∞猨Rn猩，那么，对任意

猶猶



的φ ∈ D猨Rn猩，我们有

|⟨f, φ⟩| 猽
∫
Rn

f

猨猱 猫 |x|2猩
n+1
2

·
((

猱 猫 |x|2
)n+1

2 · φ
)
dx

⩽

(∫
Rn

猱

猨猱 猫 |x|2猩
n+1
2

dx

)
∥f∥L∞ · ∥φ∥n+1,S

猱 ≤ p < ∞的情况类似，不过要用H獿older不等式配凑对应的指标并保证可积性，留作练习献

□

例5.43. 有紧支集的分布E ′猨Rn猩是缓增的分布：因为每个紧支集的分布都有限阶的分布献

例5.44. 分布獰.獶. 1
x
是缓增的分布：

证要献 实际上可以把它写成

獰.獶.
猱

x
猽 χx|<1 · 獰.獶.

猱

x
猫 χ|x|⩾1 · 獰.獶. ·

猱

x
.

第一项∈ E ′猨Rn猩，第二项∈ L∞献 □

例5.45. 局部可积并且具有多项式增长的函数是缓增的分布，即对于f ∈ L1
loc猨Rn猩，如果

存在常数C和m，使得对任意的x ∈ Rn，我们都有

|f猨x猩| ≤ C猨猱 猫 |x|猩m,

那么f ∈ S ′猨Rn猩献

证要献 对任意的试验函数φ ∈ D′猨Rn猩，我们有

|⟨f, φ⟩| 猽
∣∣∣∣∫

Rn

f猨x猩φ猨x猩dx

∣∣∣∣
⩽
∫
Rn

|f猨x猩|
猨猱 猫 |x|猩m+n+1

· 猨猱 猫 |x|猩m+n+1|φ猨x猩| dx

⩽ C ∥φ∥m+n+1,S .

因为乘积式第一项可积，而第二项⩽ C ′Nm+n+1猨φ猩有界献 □

例5.46. 函数ex所定义的分布不是缓增的分布献

证要献 考虑ex的暴涨性质，构造试验函数χ ∈ C∞
0 猨R猩，使得χ

∣∣
[0,1]

≡ 猱并且χ ⩾ 猰献 令χn 猽

χ猨x− n猩献 如果ex是缓增的分布，那么，存在p，使得∫
R
exχn猨x猩dx ⩽ C 獳獵獰

|α|,|β|⩽p

∥xα∂βφn∥L∞ ⩽ Cnp.

然而， ∫
R
exχn猨x猩dx 猽

∫
R
exχ猨x− n猩dx ⩾

∫
[n,n+1]

exdx ⩾ en.

令n→ ∞，得到矛盾献 □
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例5.47. 指数增长速度的函数也可以是缓增的分布献 我们设有界函数u 猽 eie
x

，它是缓增

分布，那么它的导数u′ 猽 iex · eiex也是缓增的，但显然u′是指数增长的函数献 真正刻画S需
要同时在物理空间和频率空间上讨论，此处按下不表献

顺水推舟，我们定义u ∈ S ′猨Rn猩的Fourier变换：

定义5.48. 对任意的φ ∈ S猨Rn猩，令

⟨û, φ⟩ 猽 ⟨u, φ̂⟩.

类似地定义Fourier逆变换F−1：

⟨F−1猨u猩, φ⟩ 猽 ⟨u,F−1猨φ猩⟩

定理猵献猳猸已经指出S上的獆獯獵獲獩獥獲变换猨以及獆獯獵獲獩獥獲逆变换猩：是连续的同构，而且证明过程得

到了如下估计：对任意的p ∈ N+，存在常数Cp > 猰，使得

∥φ̂∥p ⩽ Cp ∥φ∥p+n+1 , φ ∈ S猨Rn猩.

据此对任意φ ∈ S猨Rn猩，有如下估计

|⟨û, φ⟩| 猽|⟨u, φ̂⟩|

⩽C ∥φ̂∥p,S
⩽CCp ∥φ∥p+n+1,S

这就验证了û ∈ S ′猨Rn猩良定义献

定理5.49. 缓增分布的獆獯獵獲獩獥獲变换

F 猺 S ′猨Rn猩 −→ S ′猨Rn猩,

是连续线性同构，这里连续性指的是对任意的在S ′猨Rn猩中收敛的缓增分布的序列uk
S′

−→ u，

我们都有ûk
S′

−→ û献 进一步，对每个u ∈ S ′猨Rn猩，如下的公式成立：

∂̂ku 猽 猲πiξkû, x̂ku 猽 i∂kû

并且F ,F−1有关系

F−1猨u猩 猽 F猨u∨猩, F2猨u猩 猽 u∨

证要献 先验证连续性：假设uk
S′

−→ u，那么，对任意的獓獣獨獷獡獲獴獺函数φ，我们都有

⟨ûk, φ⟩ 猽 ⟨uk, φ̂⟩ → ⟨u, φ̂⟩ 猽 ⟨û, φ⟩.

猶猸



所以分布意义下ûk → û献 另外，由于

⟨F−1 猨F猨u猩猩 , φ⟩ 猽 ⟨u,F−1 猨F猨φ猩猩⟩ 猽 ⟨u, φ⟩.

所以，F与F−1互为逆，从而，F是缓增分布上的同构献

定理中的公式的验证也是直接的，因为可以把S ′猨Rn猩中的运算对偶到S猨Rn猩上来验证，而对

于S猨Rn猩上这三个公式已经证明过了献 □

缓增分布的獆獯獵獲獩獥獲变换是函数的獆獯獵獲獩獥獲变换的自然推广献

命题5.50. 假定f ∈ L1猨Rn猩猨或者L2猨Rn猩猩，那么，它作为缓增分布的獆獯獵獲獩獥獲变换与它作

为L1猨或L2猩函数的獆獯獵獲獩獥獲变换是一致的献

证明献 为区分记号，S ′中的獆獯獵獲獩獥獲变换记为̂ 献

先假设f ∈ L1猨Rn猩，我们把它在L1意义下的獆獯獵獲獩獥獲变换记为F1猨f猩献 由于F1猨f猩 ∈ C0猨Rn猩，

所以，对∀φ ∈ S，由獆獵獢獩獮獩定理

⟨F1猨f猩, φ⟩ 猽
∫
Rn

F1猨f猩猨ξ猩φ猨ξ猩dξ

猽

∫
Rn

∫
Rn

e−2πix·ξf猨x猩φ猨ξ猩dxdξ

猽

∫
Rn

f猨x猩

(∫
Rn

e−2πix·ξφ猨ξ猩dξ

)
dx

猽

∫
Rn

f猨x猩φ̂猨x猩dx 猽 ⟨f, φ̂⟩

猽 ⟨f̂ , φ⟩

其中，最后将f看作缓增分布献 根据定理猵献猸猨局部可积函数到嵌入分布的唯一性猩，我们知

道F1猨f猩 猽 f̂ 献

现在假设f ∈ L2猨Rn猩，把在L2猭意义下的獆獯獵獲獩獥獲变换记为F2猨f猩献 对任意的k ⩾ 猱，我们令

fk 猽 f · χ|x|⩽k ∈ L1猨Rn猩 ∩ L2猨Rn猩

那么，根据L2的獆獯獵獲獩獥獲变换的定义，在L2意义下

F2猨f猩 猽 獬獩獭
k→∞

F1猨fk猩

所以，分布意义下等号也成立献 从而由刚刚得到的结论，在分布意义下

F2猨f猩 猽 獬獩獭
k→∞

f̂k

由于在L2意义下

f 猽 獬獩獭
k→∞

fk

所以缓增分布意义下等号也成立献 根据定理猵献猴猹中獆獯獵獲獩獥獲变换的连续性，缓增分布意义下

f̂k−→f̂ .

猶猹



进而

F2猨f猩 猽 獬獩獭
k→∞

f̂k 猽 f̂

这就验证了这些獆獯獵獲獩獥獲变换的概念是相容的献 □

下面计算一些常见函数的獆獯獵獲獩獥獲变换：

例5.51. 獄獩獲獡獣函数δ0献 我们有

δ̂0 猽 猱.

假设φ猨x猩 ∈ S猨Rn猩，那么，

⟨δ̂0, φ⟩ 猽 ⟨δ0, φ̂⟩ 猽
∫
Rn

φ猨x猩dx 猽 ⟨猱, φ⟩

这就完成了计算献

对任意的a ∈ Rn，任意的多重指标α，我们有

∂̂αδa 猽 猨猲πiξ猩αe−2πia·ξ, x̂α 猽 猨猲πiξ猩αδ0

特别地，

猱̂ 猽 δ0

这些计算留作练习献

计算獆獯獵獲獩獥獲变换经常需要以下几个观察：

命题5.52.猨重要猩 设u ∈ S ′猨Rn猩是缓增的分布献 我们有：

猨猱猩 给定可逆的n× n的实系数矩阵A，我们把它看作是Rn到自身的线性变换，那么，A∗u也

是缓增的分布并且

Â∗u 猽 |獤獥獴猨A猩|−1
(
tA−1

)∗
û

通常，我们把这个公式写作

û猨Ax猩猨ξ猩 猽 |獤獥獴猨A猩|−1û
(
A−T ξ

)

猨猲猩如果u是次数为s的齐次分布，那么，û是次数为−s−n的齐次分布献猨齐次分布定义想必大

家自己会推了猩

猨猳猩 如果u是奇分布，即满足猔u 猽 u，那么û也是；如果u是偶分布，即满足猔u 猽 −u，那么û也
是献

猨猴猩 如果u是旋转对称的，即对任意的A ∈ 獓獏n，

A∗u 猽 u

猷猰



那么，û是旋转对称的献

证明献 留作练习献

例5.53. 獄獩獲獡獣函数δ0是次数为−n的齐次分布，因为它的獆獯獵獲獩獥獲变换猱是次数为猰的齐次分

布献

例5.54. 计算獰.獶. 1
x
的獆獯獵獲獩獥獲变换：

猨獰.獶.
猱

x
猩̂ 猽 −i · 獳獧獮猨ξ猩

证要献 注意到

x · 獰.獶.猱
x
猽 猱.

以及獰.獶. 1
x
是一个奇分布献 □

例5.55. 设n ⩾ 猳，我们考虑Rn上獌獡獰獬獡獣獥算子猁的一个基本解u

猁u 猽 δ0.

上一节我们给出了猁的基本解，但如何能够合理地动手构造基本解？

作一个合理预设：u是缓增分布献 那么，就如我们之前处理獐獄獅一样，利用獆獯獵獲獩獥獲变换在

频率空间中有

−猨猲π|ξ|猩2û 猽 猱

于是

û猨ξ猩 猽 − 猱

猨猲π|ξ|猩2
.

我们注意到n ⩾ 猳，所以|ξ|−2局部可积，从而定义了一个分布献 进一步可以将其写成

猱

猨猲π|ξ|猩2
猽

猱

猨猲π|ξ|猩2
χ|ξ|⩽1猨ξ猩 猫

猱

猨猲π|ξ|猩2
χ|ξ|>1猨ξ猩.

分解为一个紧支分布与L∞函数的和，从而是缓增分布献

上面给出了û的一个可能的解猨其他的解与u相差一个复系数多项式，见下一节的缓增调和分

布猩献 为了在物理空间中表达u，我们要计算− 猱

|ξ|2
的獆獯獵獲獩獥獲逆变换献 我们注意到这是一个旋

转对称的次数为−猲的齐次分布，从而，它的獆獯獵獲獩獥獲逆变换是旋转对称的次数为−n 猫 猲的齐

次分布献 通过这个观察，一个合理的猜测自然是

u 猽
C

|x|n−2
.

我们就回到了上一节得到的基本解形式献 通过类似的计算我们可以得到待定的系数C，即得

到

E 猽
|x|2−n

猨猲− n猩
∣∣Sn−1

∣∣ .
是獌獡獰獡獬獡獣獥算子的基本解献
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下面的球面测度的獆獯獵獲獩獥獲变换很重要，在求解波动方程时将有应用献

例5.56. 令dσR为R3上中心在原点半径为R的球面S2
R上的球面测度，其中R > 猰献 我们猨已

经见过猩可以把它视作是一个猰阶的分布：对任意的φ ∈ D′猨R3猩，我们令

⟨dσR, φ⟩ 猽
∫
S2

R

φ
∣∣
S2

R

dσR.

这是紧支分布，计算它的獆獯獵獲獩獥獲变换d̂σR猨ξ猩：

这是一个关于ξ的光滑函数献 由于分布dσR旋转对称，所以d̂σR猨ξ猩也是旋转对称的，d̂σR猨ξ猩是

只与|ξ|相关的函数献 所以只要做如下计算：

d̂σR猨猰, 猰, |ξ|猩 猽 ⟨dσR, e−2πi(x,y,z)·(0,0,|ξ|)⟩

猽

∫ 2π

0

(∫ π

0

e−2πi|ξ|R cosϑR2 獳獩獮ϑdϑ

)
dϕ

猽 猲R2π

∫ π

0

e−2πi|ξ|R cosϑ 獳獩獮ϑdϑ

猽 猲R2π
e−2πiR|ξ|t

−猲πiR|ξ|

∣∣∣1
−1

最终得到
d̂σS2

R

猲R
猽

獳獩獮猨猲πR|ξ|猩
|ξ|

我们反复强调过，獆獯獵獲獩獥獲分析中物理空间的衰减∼频率空间的光滑性献 这一观点在分布

意义下的一个体现：

定理5.57. 设u ∈ E ′猨Rn猩猨自然在无穷远处迅速衰减猩，则û ∈ C∞猨Rn
ξ 猩是光滑函数并且

û猨ξ猩 猽
〈
u, e−2πix·ξ〉 .

证明献 选取截断函数χ ∈ C∞
0 猨Rn猩来记住u的紧支集，其中χ|supp(u) ≡ 猱献 根据定义以及分布

与积分可交换的命题，

⟨û, φ⟩ 猽 ⟨u, φ̂⟩

猽⟨χ · u, φ̂⟩ 猽 ⟨u, χφ̂⟩

猽

〈
u,

∫
Rn

e−2πix·ξχ猨ξ猩φ猨x猩dx

〉
猽

∫
Rn

〈
u猨ξ猩, e−2πix·ξχ猨ξ猩

〉
φ猨x猩dx

猽

∫
Rn

〈
u猨x猩, e−2πix·ξχ猨x猩

〉
φ猨ξ猩dξ

猽

∫
Rn

〈
u猨x猩, e−2πix·ξ〉φ猨ξ猩dξ.
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将ξ视为参数，则

û猨ξ猩 猽
〈
u, χ猨x猩e−2πix·ξ〉 .

所以，函数û猨ξ猩光滑性可以利用对分布与求导数可交换的命题立即得到献 □

我们再来研究S ′猨Rn猩上的卷积运算献 为此先考虑在S猨Rn猩上的卷积献

定理5.58. 任意给定紧支分布c ∈ E ′猨Rn猩献 则

猨猱猩 对任意φ ∈ S猨Rn猩，我们有

φ ∗ c ∈ S猨Rn猩.

进一步，存在正整数q猨可能依赖于c猩，使得对于任何非负整数p，都存在正常数Cp，使得对

任意φ ∈ S猨Rn猩

∥φ ∗ c∥p,S ⩽ Cp ∥φ∥p+q,S

猨猲猩 对每个獓獣獨獷獡獲獴獺函数φ ∈ S猨Rn猩

φ̂ ∗ c猨ξ猩 猽 φ̂猨ξ猩ĉ猨ξ猩, ∀ξ ∈ Rn.

注. 在下一节关于紧支分布的结构定理部分，我们还会证明ĉ猨ξ猩的增长被一个多项式控制献

证要献 定理猵献猳猰指出如果f是光滑函数，那么f ∗ c是光滑函数并且可以表达为

猨f ∗ c猩猨x猩 猽 ⟨c, f猨x− ·猩⟩.

所以，对于φ ∈ S猨Rn猩

猨φ ∗ c猩猨x猩 猽 ⟨c猨y猩, φ猨y − x猩⟩.

从而，利用分布与求导数可交换，对任意多重指标α和β

猨xα∂βφ ∗ c猩猨x猩 猽
〈
c猨y猩, xα

(
∂βφ

)
猨y − x猩

〉
由于c是紧支分布，我们令K 猽 獳獵獰獰猨u猩猩；u是有限阶的分布，阶记作q献 之后的估计留作习

题献

现在证明猨猲猩献 选取截断函数χ ∈ C∞
0 猨Rn猩，使得χ

∣∣
supp(c)

≡ 猱献 我们先假定φ ∈ D猨Rn猩猨从
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而，如下进行的分布与积分号可以交换猩献 我们有

φ̂ ∗ c猨ξ猩 猽
∫
Rn

e−2πix·ξφ ∗ c猨x猩dx

猽

∫
Rn

e−2πix·ξ ⟨c猨y猩, φ猨y − x猩⟩ dx

猽

〈
c猨y猩,

∫
Rn

e−2πix·ξφ猨y − x猩dx

〉
猽

〈
c猨y猩, χ猨y猩

∫
Rn

e−2πix·ξφ猨y − x猩dx

〉
猽
〈
c猨y猩, χ猨y猩e−2πiy·ξφ̂猨ξ猩

〉
猽
〈
c猨y猩, χ猨y猩e−2πiy·ξ〉 φ̂猨ξ猩

猽
〈
c猨y猩, e−2πiy·ξ〉 φ̂猨ξ猩

猽 ĉ猨ξ猩φ̂猨ξ猩

对于一般情形，在S拓扑下令φk → φ，其中{φk}k⩾1 ∈ D猨Rn猩献 根据猱猩的证明，对任意的非

负整数p，我们有

∥φ ∗ c− φk ∗ c∥p,S ⩽ Cp ∥φ− φk∥p+q,S

从而S拓扑下
φk ∗ c→ φ ∗ c,

从而根据獆獯獵獲獩獥獲变换的连续性，S拓扑下

φ̂k ∗ c猨ξ猩 猽 φ̂k猨ξ猩ĉ猨ξ猩 → φ̂ ∗ c猨ξ猩.

另外在S拓扑下还有φ̂k猨ξ猩ĉ猨ξ猩 → φ̂猨ξ猩ĉ猨ξ猩猨因为ĉ是多项式增长的猩，定理证毕献 □

更进一步有缓增分布与紧支分布的卷积：

定理5.59. 对任意的u ∈ S ′猨Rn猩，c ∈ E ′猨Rn猩，我们有u ∗ c ∈ S ′猨Rn猩，即

S ′猨Rn猩× E ′猨Rn猩
∗−→ S ′猨Rn猩, 猨u, c猩 7→ u ∗ c.

进一步，我们还有

û ∗ c 猽 ĉ · û,

正如前面提及的，ĉ是多项式增长的光滑函数献

证明献 首先证明u ∗ c ∈ S ′猨Rn猩献 对任意的φ ∈ D猨Rn猩，存在常数C和p，使得有

|⟨u ∗ c, φ⟩| 猽 |⟨u, 猔c ∗ φ⟩| ⩽ C ∥猔c ∗ φ∥p,S

由上一个定理，我们有

|⟨u ∗ c, φ⟩| ⩽ C ′ ∥φ∥p+q,S .

所以， u ∗ c是缓增的分布献
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下面计算u ∗ c的獆獯獵獲獩獥獲变换：对任意给定的φ ∈ D猨Rn猩，那么ψ 猽 φ̂ ∈ S猨Rn猩献 从而，

⟨û ∗ c, ψ⟩ 猽 ⟨u ∗ c, ψ̂⟩ 猽 ⟨u ∗ c, 猔φ⟩

猽 ⟨u, 猔c ∗ 猔φ⟩ 猽 ⟨u,̂̂c ∗ φ⟩

猽 ⟨û, ĉ ∗ φ⟩ 猽 ⟨û, ĉφ̂⟩

猽 ⟨ĉ · û, ψ⟩

利用獆獯獵獲獩獥獲变换是S连续同构和D猨Rn猩 ⊂ S猨Rn猩稠密，F猨D猩 ∋ ∀ψ在S猨Rn猩中稠密，进而定

理证毕献 □

最后我们插播一个有趣的话题献 笔者不懂多复分析，当下只能限制在R1上讨论献 定

理猵献猵猷指出了紧支分布的獆獯獵獲獩獥獲变换，实际上我们还能对其支集猨衰减性猩指出

定理5.60.猨獐獡獬獥獹猭獗獥獩獮獥獲猭獓獣獨獷獡獲獴獺猩 设非零的紧支分布u，则û非紧支献

证明献 限制在x ∈ R上讨论献 回顾定理猵献猵猷，我们可以将û猨ξ猩 猽
〈
u, e−2πix·ξ〉延拓至复平

面C：
û猨z猩 猺猽

〈
u, e−2πix·z〉 ,∀z ∈ C

上式称为Fourier-Laplace变换献 与定理猵献猵猷的证明类似，û猨z猩 ∈ C∞猨C猩献 进一步，根据分
布与导数可交换可知û猨z猩满足獃獡獵獣獨獹猭獒獩獥獭獡獮獮方程猨导数转移到了e−2πix·z上猩，从而我们得

到一个比定理结论更强的结果：û猨z猩是C上的整函数献 非零整函数自然非紧支，否则与零点

孤立性矛盾献 □

这个定理可以用各种眼光去研究，每个角度都可以得到相当深刻的见解：

猨猱猩 獐猭獗猭獓定理是不确定性原理的一种表述献 在量子力学中物质猯粒子的数学本质是满足

归一化条件的波函数猉——物质的概率分布猨“分布”猨獤獩獳獴獲獩獢獵獴獩獯獮猩一词来源似乎就与此有

关，而且最著名的分布δ也源于量子力学，未经考证獨獨獨猩，如果波函数在物理空间x上的不

确定性猨猉的支集猩越小，那么在频率空间ξ的不确定性猨猉̂，至于它和动量等物理量怎么联系

笔者就不懂了猩越大献 最直接的例子就是獄獩獲獡獣分布猉 猽 δ0猨注意它满足归一化条件；单点支

撑意味着粒子的位置完全确定猩的獆獯獵獲獩獥獲变换是猱R猨频率完全不确定猩献 这个观点不仅在物理，

而且在调和分析中都得到了充分的发展，成为了相当成熟的分析技术献

猨猲猩实际上獐猭獗猭獓定理有强大得多的版本：u的紧支半径以及阶猨分布的奇异性猩与整函数|û猨z猩|的
增长速度有充要性联系，具体请参考獓獴獥獩獮的Complex Analysis第猴章或獈獿獯獲獭獡獮獤獥獲的The Anal-

ysis of Linear Partial Differential Operators第猷章献 所以獐猭獗猭獓定理同样也是物理猨频率猩光

滑∼频率猨物理猩衰减原理的体现，但更进一步，因为这暗示了可以通过獆獯獵獲獩獥獲变换û沿某一方

向猨猱维猩的非衰减性来研究u在该方向上的非正则性猨奇点的传播通过獆獯獵獲獩獥獲变换得到定量的

刻画猩，这个想法发展下去就来到微局部分析这个大领域了献

献献献
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紧支/点支/调和的结构刻画；平移不变算子

利用獆獯獵獲獩獥獲变换可以给出E ′猨Rn猩一个漂亮的刻画：

定理5.61.猨紧支分布的结构定理猩 对c ∈ E ′猨Rn猩，存在有限多个多重指标α1, · · · , αm和有限

多个紧支撑连续函数fα1
猨x猩, · · · , fαm

猨x猩，使得

c 猽
∑
k⩽m

∂αkfαk
.

证明献 我们选取截断函数χ ∈ C∞
0 猨Rn猩，使得χ|supp(c) ≡ 猱献 那么，我们有

ĉ猨ξ猩 猽
〈
c, e−2πix·ξ〉 猽 〈c, χ猨x猩e−2πix·ξ〉 .

由于c的阶是有限的猨记作是p猩，所有存在常数C，使得

|ĉ猨ξ猩| ⩽Cχ

∥∥χ猨x猩e−2πix·ξ∥∥
p

猽Cχ 獳獵獰
|α|⩽p

∥∂α
(
χ猨x猩e−2πix·ξ)∥L∞

x

⩽Cχ猨猱 猫 猨猲π|ξ|猩猩p 獳獵獰
|β|⩽|α|

∥∂βχ∥L∞ .

所以，只要选取N ⩾ 猨p猫 n猫 猱猩/猲，我们就有

F 猨ξ猩 猽
猱

猨猱 猫 猨猲π|ξ|猩2猩N
ĉ猨ξ猩 ∈ L1猨Rn猩,

根据L1的獆獯獵獲獩獥獲变换理论，F−1F ∈ C0猨Rn猩 ∈ C0Rn献 根据之前证明的公式我们得到

猨猱−猁猩N
(
F−1F

)
猽 c.

从而，

χ猨x猩猨猱−猁猩N
(
F−1F

)
猽 c.

再利用χ · ∂j 猽 ∂j猨χ·猩− ∂jχ把χ及其导数全部放到求导运算里面，定理证毕献 □

进一步我们可以刻画单点支撑的分布猨称为点支分布猩献 这类分布相当常见，特别是涉及

到奇点猨奇异积分猩献 它的结构也不出直觉所料献 不过证明与前面大不相同，因为很难选择足

够精细的试验函数作{猰}的截断，所以需另辟蹊径献

定理5.62.猨点支分布的结构定理猩 设u ∈ D′猨Rn猩，如果

獳獵獰獰猨u猩 猽 {猰},

则存在有限多个多重指标αk和复数Cαk
，其中k 猽 猱, · · · , N，使得

u 猽
N∑

k=1

Cαk
· ∂αk 猨δ0猩
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证要献 引入平坦的概念：给定非空的闭集F ⊂ Rn，φ ∈ D猨Rn猩是试验函数献 如果存在非负整

数p，使得对每个满足|α| ⩽ p的多重指标α，我们都有

Dαφ
∣∣
F
猽 猰,

我们就说试验函数φ在F上是 p-次平坦的献 我们不加证明地给出以下技术性结论：

引理5.63.猨平坦性引理猩给定阶为p的分布u ∈ D′猨Rn猩，如果试验函数φ ∈ D猨Rn猩在獳獵獰獰猨u猩上p猭

次平坦，那么

⟨u, φ⟩ 猽 猰.

由于u的支集是紧的，我们可假设其阶为p ∈ Z⩾0献 我们选取有紧支集的函数χ，使得它在包

含猰的一个开集上为猱献 我们用类似于多项式的近试验函数

∑
|α|⩽p

∂αφ猨猰猩

α猡
xα

χ猨x猩来逼近φ，

即定义

r猨x猩 猽 φ猨x猩−

∑
|α|⩽p

∂αφ猨猰猩

α猡
xα

χ猨x猩.

显然r猨x猩是试验函数献 由于

∑
|α|⩽p

∂αφ猨猰猩

α猡
xα

χ猨x猩和φ猨x猩在猰处一直到p阶导数是相等的，

所以r猨x猩在{猰}上p猭阶平坦
⟨u, r⟩ 猽 猰.

从而

⟨u, φ⟩ 猽
∑
|α|⩽p

∂αφ猨猰猩

α猡
⟨u, xαχ⟩ ,

所以，只要取Cα 猽 猨−猱猩|α|
⟨u, xαχ⟩

α猡
，我们就有

⟨u, φ⟩ 猽
∑
|α|⩽p

Cα ⟨∂α猨δ0猩, φ⟩ .

至此完成了点支分布的刻画献 □

作为点支分布的第一个应用，我们接着刻画Rn上的调和缓增分布，即u ∈ S ′猨Rn猩并且

满足

猁u 猽 猰

定理5.64.猨调和缓增分布的结构猩设u ∈ S ′猨Rn猩是调和的缓增分布，则u必然是猨x1, · · · , xn猩的
多项式函数献

证明献 由于u ∈ S ′猨Rn猩，所以我们可以对它做獆獯獵獲獩獥獲变换献 从而，

猁u 猽 猰 ⇒ −猨猲π|ξ|猩2û 猽 猰
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这表明獳獵獰獰猨û猩 ⊂ {猰}猨请验证，留作练习猡猩，从而

û 猽
∑

|α|⩽m

cα∂
αδ0猨ξ猩

对上式作獆獯獵獲獩獥獲逆变换：

u 猽
∑

|α|⩽m

cα 猨−猲πiξ猩
α

这就得到了要证明的结论献 □

注1献 獳獵獰獰猨û猩称为u的谱并记作獳獰獥獣猨u猩献

注2献 要求u缓增非常重要：在R2 猽 C上任何整函数都是调和的，诸如ez它所定义的分布不
是缓增的献

注3. 猲猰猲猱年丘赛分析组个人赛笔试獐獲獯獢獬獥獭献猱 即为该定理的推论献

最后我们利用獆獯獵獲獩獥獲变换证明一个极其重要同时非常优雅的算子结构定理，往后这个

定理还会有更深刻的应用献

定理5.65.猨平移不变算子的结构猩 设猱 ≤ p, q ≤ ∞，线性算子T是强猨p, q猩型献 如果T平移不变

τh ◦ T 猽 T ◦ τh, ∀h ∈ Rn

则存在一个缓增分布K使得

Tf 猽 K ∗ f, ∀f ∈ S

注献 最典型的平移不变算子可能是常系数偏微分算子了，所以定理一定程度上反映了常系数

线性獐獄獅的可解性献 但问题出现在算子本身是否猨p, q猩有界？我们下一章将重点处理并克服

这个困难献

证明献 定理的证明需要两个同样富于启迪的引理献

引理5.66. 在定理猵献猶猴的假设下，对∀f ∈ S，

Dα猨Tf猩 ∈ Lq, ∀α

并满足

Dα猨Tf猩 猽 T 猨Dαf猩

引理5.67. 设f ∈ Lp猨Rn猩满足

Dαf ∈ Lp, ∀ |α| ≤ n猫 猱

则f是一个连续函数猨至多在一个零测集上修正后猩，并有估计

|f猨猰猩| ≤ Cn,p

∑
|α|≤n+1

∥Dαf∥q

注献 下一章我们会看到，引理猵献猶猶是著名的獓獯獢獯獬獥獶嵌入定理的特例献 引理已经初步展现了弱
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导数的可积性与分布的常义正则性之间微妙的联系献

回到定理的证明献 设f ∈ S猨Rn猩，则根据上述两个引理，存在函数F ∈ C猨Rn猩满足Tf 猽

F a.e.并且

|F 猨猰猩| ≤ Cn,q

∑
|α|≤n+1

∥DαTf∥q

论证说明了平移不变给Tf赋予了很强的正则性猨獆连续猩，这使得“a.e.逐点”定义Tf有了可

能：上述估计诱导了一个S上的猨取值猩线性泛函猨注意这里无法得到缓增性猩

u 猺 ⟨u, f⟩ 猽 F 猨猰猩, ∀f ∈ S

请各位自行验证u良定义猨事实上F唯一猩，留作练习献 进一步计算：

|⟨u, f⟩| ≤Cn,q

∑
||dn+1

∥DαTf∥q

≤Cn,q

∑
||dn+1

∥T 猨Dαf猩∥q

≤Cn,q ∥T∥
∑

||dn+1

∥Dαf∥q

≤C ′
n,q ∥T∥ ∥f∥n+1,S

最后一个不等式请各位验证，留作练习献 所以缓增分布u ∈ S ′献 自然地猜测：对f平移

为τxf代入即可得到F 猨x猩：对∀y ∈ Rn

猨T ◦ τx猩f猨y猩 猽猨τx ◦ T 猩f猨y猩 猽 Tf猨x猫 y猩

设猨T ◦ τx猩f的连续化为Fx，根据连续化的唯一性可知

⟨u, τxf⟩ 猽 F 猨x猩

这样证实了我们的猜测献 然而

⟨u, τxf⟩ 猽 ⟨u∨, τ−xf
∨⟩ 猽 u∨ ∗ f猨x猩

所以在Lq意义下，Tf 猽 u∨ ∗ f 献 我们完成了平移不变算子的刻画献 □

引理5.66证要献 注意到定理猵献猱猶中的平移算子献 由平移不变性证明：任取试验函数φ∫
Rn

Tf猨x猩 · τtvφ猨x猩− φ猨x猩

t
dx 猽

∫
Rn

φ猨x猩 · T 猨τtvf − f

t
猩猨x猩 dx

利用
τtvφ猨x猩− φ猨x猩

t
猽

∫ 1

0

φ猨x猫 tsv猩 ds

和φ, f ∈ S验证控制收敛定理的条件，令t→ 猰献 □

注献 运用定理猵献猱猶的差分方法在研究獐獄獅解的正则性大有用处，究其原因是可以利用弱解猨分

布意义的解猩的较低阶导数和可积性质猨獌獥獢獥獳獧獵獥控制收敛猩得到更高阶导数的可积性，比如
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引理的结论！更多内容可以参考獊獯獳獴的獐獄獅教材獇獔獍猲猱猴献

引理5.67证明献 连续性是局部性质，所以不妨给定截断函数

φR ∈ D 猺 獳獵獰獰猨φR猩 ⊂ B猨猰, 猲R猩猻

φR |B(0,R)≡ 猱

然后对f ·φR证明引理的结论即可献 根据L1的獆獯獵獲獩獥獲变换理论，只需证明φ̂R · f ∈ L1：猨再一

次，我们利用獆獯獵獲獩獥獲变换将光滑性转化成频率的衰减性！猩

∣∣∣φ̂Rf猨ξ猩
∣∣∣ ≤ Cn

猨猱 猫 |ξ|n+1
猩
·
∑

|α|≤n+1

∣∣∣猨猲πiξ猩αφ̂Rf猨ξ猩
∣∣∣

≤ Cn

猨猱 猫 |ξ|n+1
猩
·
∑

|α|≤n+1

∥猨Dα猨φRf猩猩̂∥∞

≤ Cn

猨猱 猫 |ξ|n+1
猩
·
∑

|α|≤n+1

∥Dα猨φRf猩∥1

≤ Cn

猨猱 猫 |ξ|n+1
猩
· |B猨猰, 猲R猩|1/q

′
·
∑

|α|≤n+1

∥Dα猨φRf猩∥q

≤ Cn,R

猨猱 猫 |ξ|n+1
猩
·
∑

|α|≤n+1

∥Dα猨f猩∥q

≤ Cn,R,f

猨猱 猫 |ξ|n+1
猩

如此得到φ̂R · f ∈ L1献 设其獆獯獵獲獩獥獲反演为fR ∈ C猨Rn猩，则在B猨猰, R猩上f 猽 fR a.e. ∀R > 猰献

于是存在f∞ ∈ C，f 猽 f∞ a.e. 而引理中的估计则是R 猽 猱这一特殊情形：

f∞猨猰猩 ≤
∥∥∥φ̂1f

∥∥∥
1

注意这里也要用到连续化的唯一性献 □

练习17. 设非平凡T平移不变且强猨p, q猩型，证明p ≤ q献

提示献 证明以下两个估计：

猨猱猩 对∀h ∈ Rn，

∥τh ◦ Tf 猫 Tf∥q ≤ ∥T∥ · ∥τhf 猫 f∥

猨猲猩 对f ∈ Lq, 猱 ≤ q <∞，
獬獩獭
h→∞

∥τhf 猫 f∥p 猽 猲1/q ∥f∥p

猨这个证明来自獈獿獯獲獭獡獮獤獥獲猩

练习18. 证明若T平移不变且猨p, q猩型，则也是强猨q′, p′猩型猨獈獿獯獬獤獥獲共轭猩献

最后，借助平移不变算子的结构，我们试图从卷积，进而乘子的角度来刻画平移不变
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算子的强猨p, q猩有界性献 不过在这里深究下去会走得太远，我们限制在强猨猲, 猲猩型的乘子刻画，

哪怕这个特例应用也足够广泛，也足以看出定理猵献猶猵的强大献

定理5.68. 设平移不变算子T，则T是强猨猲, 猲猩型当且仅当对应的乘子mT ∈ L∞，且

∥T∥ 猽 ∥mT∥∞

证明献 如果mT ∈ L∞，根据L2的獐獬獡獮獣獨獥獲獥獬定理立得T是强猨猲猬猲猩型，且∥T∥ ≤ ∥mT∥∞；
反过来，设T强猨猲猬猲猩型献 定理猵献猶猵指出T是卷积型：

Tf 猽 u ∗ f, u ∈ S ′

其中û 猽 mT 献 所以对任意试验函数φ ∈ D，

φ · û 猽猨φ∨ ∗ u猩̂

猽猨Tφ猩̂

是L2函数献 所以取试验函数

φR ∈ D 猺 獳獵獰獰猨φR猩 ⊂ B猨猰, 猲R猩猻

φR |B(0,R)≡ 猱

于是试验得出u ∈ L2猨B猨猰, R猩猩, ∀R > 猰，进而u局部平方可积献 对任意f ∈ L∞
c ，fû ∈ L2，

再运用獐獬獡獮獣獨獥獲獥獬定理：

∥fû∥2 ≤ ∥T 猨f∨猩∥2
≤ ∥T∥ · ∥f∥2

即 ∫
Rn

猨∥T∥2 − |û猨x猩|2猩 · |f猨x猩|2 dx ≥ 猰

选取恰当的f并运用獌獥獢獥獳獧獵獥微分定理猨我们在第猴章已经证明了，注意它对局部可积函数都

成立猩即可得到

|û猨x猩| ≤ ∥T∥ a.e.

所以û ∈ L∞猨上面这一步是分析学中常用的套路猩献 结合上一步的结论可知∥T∥ 猽 ∥mT∥∞献 □

下一章我们还会用到这个刻画献 关于这节所有命题的证明以及更进一步的拓展内容请参

考獇獔獍猲猴猹，即獇獲獡獦獡獫獯獳的Classical Fourier Analysis第猲章第猵节献

热/波方程的基本解，初值问题及物理意义

这一节我们将运用獆獯獵獲獩獥獲变换在Rn上求解两个经典獐獄獅：热方程和波动方程献 这里应

当提醒一句：獐獄獅的解和解的定义域的性质密切联系；这里为了应用獆獯獵獲獩獥獲变换，我们把

时空设置{t ≥ 猰} × Rn上献 在前面我们已经得知求解獐獄獅等价于求解其对应的偏微分算子的

基本解，并成功用獆獯獵獲獩獥獲变换推导出猁的基本解献 而这里的两个方程多出了一个关于系统演
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化的时间变量t，如果直接对猨t, x猩作变换，就破坏了猁原有的对称性献 所以我们引入“部分”

獆獯獵獲獩獥獲变换：

考虑函数φ ∈ S猨Rm ×Rn猩，其中用t ∈ Rm表示前面的m个变量，x ∈ Rn表示前面的n个

变量，我们可以考虑只对后面n个变量的獆獯獵獲獩獥獲变换猨分离变量猩：

Fx→ξ猨φ猩猨t, ξ猩 猽

∫
Rn

e−2πix·ξφ猨t, x猩dx.

为方便起见，把这个变换直接记做φ̂猨t, ξ猩献 类似地，定义对后面n个变量的獆獯獵獲獩獥獲反演：

F−1
ξ→x猨ψ猨t, ξ猩猩猨t, x猩 猽

∫
Rn

e2πix·ξψ猨t, ξ猩dξ.

注意到Fx→ξ把Rm × Rn上的獓獣獨獷獡獲獴獺函数映为Rm × Rn上的獓獣獨獷獡獲獴獺函数，即

Fx→ξ 猺 S猨Rm
t × Rn

x猩 → S猨Rm
t × Rn

x猩.

这是一个连续线性同构，证明留作练习献

根据Fx→ξ在獓獣獨獷獡獲獴獺函数上的作用，我们就可以定义它在缓增分布上的作用：

Fx→ξ 猺 S ′猨Rm
t × Rn

x猩 → S ′猨Rm
t × Rn

x猩, u 7→ Fx→ξ猨u猩

其中，对于任意的φ ∈ S猨Rm × Rn猩

⟨Fx→ξ猨u猩, φ⟩ 猽 ⟨u,Fx→ξ猨φ猩⟩

这同样是连续线性同构献

为研究基本解，我们做点计算：考虑δ0,0 ∈ S ′猨Rm
t × Rn

x猩献 按照定义，我们有

⟨Fx→ξ猨δ0,0猩, φ⟩ 猽 ⟨δ0,0,
∫
Rn

e−2πix·ξφ猨t, x猩dx⟩

猽

∫
Rn

e−2πix·ξφ猨t, x猩dx
∣∣∣
(t,ξ)=(0,0)

猽

∫
Rn

φ猨猰, x猩dx

猽

∫
Rn

⟨δt=0, φ猨t, x猩⟩dx

采用张量积的记号，我们有

Fx→ξ猨δ0,0猩猨t, ξ猩 猽 δt=0 ⊗ 猱ξ

热方程

我们首先推导热算子猨∂t −猁猩的基本解：(
∂

∂t
−猁

)
E猨x, t猩 猽 δ0,0
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我们做如下的预设：E ∈ S ′猨R× Rn猩献 对x变量做獆獯獵獲獩獥獲变换就有

(
∂t 猫 猴π2|ξ|2

)
Ê猨t, ξ猩 猽 δt=0 ⊗ 猱ξ 猨獡猩

问题变成关于变量t求解Ê猨t, ξ猩的獏獄獅猨因为獆獯獵獲獩獥獲变换将x的偏微分算子变成了关于“参

数”ξ的乘子猩献 注意到，右边分布的支集落在一个超平面上：

獳獵獰獰猨δt=0 ⊗ 猱ξ猩 ⊂
{
猨t, ξ猩

∣∣t 猽 猰
}

所以，当t ̸猽 猰，对于给定∀ξ ∈ Rn，獏獄獅猨獡猩的解为

c猨ξ猩e−(2π|ξ|)2·t

c猨ξ猩待定献 为了在t 猽 猰处得到关于t的獄獩獲獡獣分布，根据例猵献猱猴关于獈獥獡獶獩獳獩獤獥函数H猨t猩导数的

计算，我们很容易猜测

c猨ξ猩e−(2π|ξ|)2·t ·H猨t猩

满足要求猨为什么选择乘上H猨t猩？考虑类似分离变量，乘积求导公式将把导数分配到每个单

项上猩献 现在计算热算子的獆獯獵獲獩獥獲变换在这个分布上的作用：

(
∂t 猫 猨猲π|ξ|猩2

) (
c猨ξ猩e−(2π|ξ|)2·tH猨t猩

)
猽 c猨ξ猩e−(2π|ξ|)2·tδt=0 猽 δt=0 ⊗ c猨ξ猩.

因此这的确是我们所要的，只要取c猨ξ猩 ≡ 猱即可献 综上所述，

Ê猨t, ξ猩 猽 H猨t猩e−π·(
√
4πt|ξ|)2

对ξ做獆獯獵獲獩獥獲反演，由命题猳献猱猹和命题猳献猱猸我们得到热算子的基本解

E猨t, x猩 猽
H猨t猩

猨猴πt猩
n
2
e−

|x|2
4t

E猨t, x猩自然符合预设，正是我们要找的基本解献 注意到Et猨x猩 猽 Et猨x猩就是在第猳章练习猱猳处

给出的热核，猨准确来说，这是Rn上的热核；一般区域上热核的构造需要用獈獩獬獢獥獲獴空间上自

伴紧算子的理论研究獌獡獰獬獡獣獥算子的谱，这当然超出我们的话题，于品老师的数学分析猨猿猩讲

义第猳卷第猷猷猭猸猲节是这方面极好的入门材料猩献 特别地，注意到分布意义下

獬獩獭
t→0+

Et猨x猩 猽 δ0猨x猩

如此Rn上热方程的Cauchy初值问题猨这里要求系统的过去为零，即u猨t, x猩 猽 猰, t < 猰献 这

是处于物理因果性的考虑，不过至少基本解E满足这个条件猩(
∂

∂t
−猁

)
u猨x, t猩 猽 猰, ∀猨t, x猩 ∈ R× Rn

u猨猰, x猩 猽 f猨x猩, f ∈ E ′猨Rn猩

有一个解猨对x变量卷积猩

u0猨t, x猩 猽 猨Et ∗ f猩猨x猩, ∀t ≥ 猰
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猨这里把分布写成函数猭变量形式仅仅为了让各位看清其中的变量关系猩

我们换个更加普适的角度猨即不大依赖E的具体解析结构猩来看待这个解：假设热方程有解u猨t, x猩, t ≥
猰猬那么初值相当于用δt=0“乘以”u猨x, t猩，所以类似推导E猨t, x猩的想法，我们用H猨t猩u猨t, x猩去

试验猨注意这个分布在t < 猰也有意义猩：(
∂

∂t
−猁

)
猨H猨t猩u猨t, x猩猩

猽δ0猨t猩 · u猨t, x猩 猫H猨t猩 ·
(
∂

∂t
−猁

)
u猨t, x猩

猽δ0猨t猩⊗ f猨x猩

于是獃獡獵獣獨獹问题转化为一个微分算子型的方程：(
∂

∂t
−猁

)
u 猽 δ0猨t猩⊗ f猨x猩

根据之前獌獡獰獬獡獣獥算子的基本解一节课我们知道方程在D′猨R × Rn猩上有唯一的解，而t ≥
猰时H猨t猩u猨t, x猩 猽 u猨t, x猩献 所以u0猨t, x猩 猽 Et ∗ f猨x猩是獃獡獵獣獨獹问题分布意义下唯一的解！猨这

里希望各位与之前一样处理獐獯獩獳獳獯獮方程一样自行分析u猨t, x猩的正则性与渐进性质猩

值得注意的是：热核E猨t, x猩在t > 猰上恒正献 从而得到两个有趣的结论：猨请验证，留作

练习猩

猨猱猩 最大值原理：对于獃獡獵獣獨獹问题的解u猨t, x猩，

獳獵獰
t≥0,x∈Rn

u猨t, x猩 猽 獳獵獰
x∈Rn

f猨x猩

獳獵獰
t≥0,x∈Rn

u猨t, x猩 猽 獳獵獰
x∈Rn

f猨x猩

即最值只能在边界猨初值猩上取得献 这很符合物理事实：在没有外加热源情况下热传导总是趋

向于中和献 这同时也重新导出热方程獃獡獵獣獨獹问题解的唯一性献

不过直接从热方程的结构入手在物理空间上也能证明最大值原理猨在假定u光滑时是数

学分析习题；如果仅假设u是弱解，可以参考獂獲獥獺獩獳的Functional Analysis, Sobolev Spaces

and Partial Differential Equations第猸献猵节，第猱猰献猲节介绍的獓獴獡獭獰獡獣獣獨獩獡截断技术猩献 我们之

前也运用过热传导的物理事实“证明”过热核的正性，所以我们有以下自然的猜测：

练习19. 在假设最大模原理成立的情况下，证明基本解猨热核猩E猨t, x猩一定恒正献

注献 显然这个命题可以延伸到常系数獐獄獅猨根据平移不变算子的结构，解具有卷积形式猩，所

以是一个相当普适的技术：在物理空间上推导最大模原理，再得到核的正性献

猨猲猩 初值恒非负的情况下，无论t和獳獵獰獰f多小，方程的解都不会在无穷远处消失，这当然

和热传播速度有限的物理事实相违背献 这只能说明描述热传导的物理定律不够精确了猲猳猳猳，

并不妨碍热方程作为最基本的“抛物方程”在獐獄獅领域的基础地位献

波动方程
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我们考虑定义在Rt × Rn
x上的波算子

□ 猽 ∂2
t −猁

仍然预设我们基本解W ∈ S ′猨R× Rn猩，因此

□W 猽 δ0,0 ⇔
(
∂2

∂t2
猫 猨猲π|ξ|猩2

)
Ŵ 猨t, ξ猩 猽 δt=0 ⊗ 猱ξ.

这是一个二阶线性獏獄獅献 同理当t > 猰，对于固定的ξ ∈ Rn，通解形如

a猨ξ猩 獣獯獳猨猲π|ξ|t猩 猫 b猨ξ猩 獳獩獮猨猲π|ξ|t猩

与热方程的情况相似，对Ŵ 猨t, ξ猩的形状先做出如下的猜测：

Ŵ 猨t, ξ猩 猽 H猨t猩 猨a猨ξ猩 獣獯獳猨猲π|ξ|t猩 猫 b猨ξ猩 獳獩獮猨猲π|ξ|t猩猩 .

所以欲代入波动方程中：

∂tŴ 猨t, ξ猩 猽H猨t猩 猨−a猨ξ猩|ξ| 獳獩獮猨t|ξ|猩 猫 b猨ξ猩|ξ| 獣獯獳猨t|ξ|猩猩 猫 δt=0 猨a猨ξ猩 獣獯獳猨t|ξ|猩 猫 b猨ξ猩 獳獩獮猨t|ξ|猩猩

猽H猨t猩 · 猲π|ξ| 猨−a猨ξ猩 獳獩獮猨猲π|ξ|t猩 猫 b猨ξ猩 獣獯獳猨猲π|ξ|t猩猩

猫 δt=0 ⊗ a猨ξ猩

如果再对这个式子求导数，最后一项可能会贡献出δ′t=0导致不满足基本解的公式献 所以我们

进一步假设a猨ξ猩 ≡ 猰献 据此有

Ŵ 猨t, ξ猩 猽 H猨t猩b猨ξ猩 獳獩獮猨猲π|ξ|t猩,

∂tŴ 猨t, ξ猩 猽 H猨t猩 · 猲π|ξ|b猨ξ猩 獣獯獳猨猲π|ξ|t猩.

从而， (
∂2

∂t2
猫 猨猲π|ξ|猩2

)
Ŵ 猨t, ξ猩 猽δt=0 · 猲π|ξ|b猨ξ猩 獣獯獳猨猲π|ξ|t猩

猽δt=0 ⊗ 猲π|ξ|b猨ξ猩

据此，我们令b猨ξ猩 猽 猱/猨猲π|ξ|猩：

Ŵ 猨t, ξ猩 猽 H猨t猩
獳獩獮猨猲π|ξ|t猩

猲π|ξ|

当n 猽 猳，我们已经在例猵献猵猶计算了球面测度的獆獯獵獲獩獥獲变换

d̂σS2
R

猲R
猽

獳獩獮猨猲πR|ξ|猩
|ξ|

.
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所以，当n 猽 猳时，我们有

W 猨t, x猩 猽 H猨t猩
dσS2

t
猨x猩

猴πt
∈ S ′

关于基本解的基础性质一样可以运用于此献

进一步我们考虑波动方程的Cauchy初值问题猨同样要求过去为零猩

□u猨x, t猩 猽 猰, ∀t > 猰, x ∈ Rn

u |t=0猽 u0猨x猩, u0 ∈ E ′猨Rn猩

∂tu |t=0猽 u1猨x猩, u1 ∈ E ′猨Rn猩

假设解是u猨t, x猩献 同样地，用解的截断H猨t猩u猨t, x猩试验：

□猨H猨t猩u猨t, x猩猩 猽∂t猨δt=0 · u猨t, x猩 猫H猨t猩∂tu猨t, x猩猩−H猨t猩猁u

猽∂t猨δt=0 ⊗ u0猨x猩猩 猫 δt=0 · ∂tu猨t, x猩 猫H猨t猩 ·□u猨t, x猩

猽∂t猨δt=0 · u0猨x猩猩 猫 δt=0 · u1猨x猩

右式满足过去为零献 根据基本解的性质猨参考前面的热方程猩

H猨t猩u猨t, x猩 猽∂t猨W ∗ 獛δt=0 · u0猨x猩獝猩 猫W ∗ 猨δt=0 · u1猨x猩猩

所以当t ≥ 猰时

u猨t, x猩 猽 ∂t猨W ∗ 獛δt=0 · u0猨x猩獝猩 猫W ∗ 猨δt=0 · u1猨x猩猩

下面计算u猨t, x猩, t ≥ 猰的显式献 简化起见，下面用v ∈ E ′代替u0, u1献

W ∗ 猨δt=0v猨x猩猩 猽 ⟨W, δ0猨t− ·猩v猨x− ·猩⟩

猽

〈
dσS2

t
猨·猩

猴πt
, v猨x− ·猩

〉
猽

猱

猴πt
· dσS2

t
∗ v猨x猩

从上式可以看出，u猨t, x猩的值只取决于u0, u1在球面{猨猰, y猩 猺 ∥x− y∥ 猽 t}猨即点猨t, x猩的倒向

光锥与初值平面{t 猽 猰}的截面猩上的限制，这能得到相当丰富的物理性质，例如

猨猱猩 Huygens原理：R3上的波在每一点处以球面波向前传播猨于是在时空中形成一个光锥猩，

并满足线性叠加性献 这也是我们猜测球面测度是基本解的物理直觉献

猨猲猩波速有限原理：如果初值条件紧支，则对∀t ≥ 猰，ut猨x猩在R3上紧支献 实际上{u猨t, x猩}t≥0包

含在以初值条件的支集按獈獵獹獧獥獮獳原理形成的光锥之内献

以上结论对u0, u1 ∈ E ′成立，如果加以正则性的限制，比如u0, u1都是球面可积，那就有
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积分表达式

u猨t, x猩 猽t

∫
S2

u1猨x− tθ猩
dσS2猨θ猩

猴π

猫 ∂t猨t

∫
S2

u0猨x− tθ猩
dσS2猨θ猩

猴π
猩

上式即为猳维波动方程著名的Kirchhoff公式献

对于n 猽 猱, 猲乃至n分别为奇数，偶数的情形，这里篇幅所限无法一一叙述献 笔者建议各位可

以自行查阅獓獴獥獩獮的獆獯獵獲獩獥獲分析导论相关内容以及一些物理资料，尝试自己推导n 猽 猱, 猲情形

下各自的解公式猨比如獤猧獁獬獥獭獢獥獲獴公式和獐獯獩獳獳獯獮公式，獤獥獳獣獥獮獤獩獮獧 獭獥獴獨獯獤等等猩献

最后我们必须提波动方程的一个重要例子：真空猬无源情形的Maxwell方程组

獤獩獶 獅 猽 ∇ · 獅 猽 猰 猨猱猩

獤獩獶 獂 猽 ∇ · 獂 猽 猰 猨猲猩

獲獯獴 獅 猽 ∇× 獅 猽 −猱

c

∂獂

∂t
猨猳猩

獲獯獴獂 猽 ∇× 獂 猽
猱

c

∂獅

∂t
猨猴猩

其中E猨x, t猩, B猨x, t猩分别是平直时空R3
x × Rt的电场和磁场猨即：向量值函数猩献 前两条方程保

证系统满足守恒律献 而后两条描述电磁感应的方程是獍獡獸獷獥獬獬方程组的关键献 猨猴猩式对t求导并

代入猨猳猩式：

猱

c2
∂2獅

∂t2
猽 −獲獯獴 獲獯獴 獅

而我们有公式

獲獯獴 獲獯獴 猽 獧獲獡獤 獤獩獶 −猁

利用猨猱猩式可得

猨
猱

c2
∂2

∂t2
−猁猩獅 猽 猰

因此，电场獅的每个空间分量均满足波动方程，且波速即为光速c！磁场同理也是波动形式献

獍獡獸獷獥獬獬据此做出了电磁波的假设以及光是电磁波的惊人预言，远在实验观测之前，不可不

谓神奇献

“……只是希望读者注意，在科学上对什么是理论的、抽象的，什么又是有用的、实

在的，不要持独断的态度，归根结底，不必争论什么是“纯粹的”，什么是“应用”的以及

哪一个更好. 真正的问题在于思想和洞察力. 有了这些就会有好的数学.”

——苏竞存，流形的拓扑学1

11980年秋，苏竞存先生应武汉大学数学系的邀请，在珞珈山上讲授一学期的拓扑学课程，并留下一份如小说般娓娓道来、
引人入胜的讲义流形的拓扑学，上文关于Maxwell方程组的内容即采用该书的讲法. 引言摘自书中p486苏先生对Maxwell相关
工作的评论，与诸位共勉.

猸猷



6 微分算子，奇异积分与Sobolev空间

来到最后一章，笔者计划综合前文积累的关于獆獯獵獲獩獥獲分析的各种观点，发散地探讨分

析学中一些更深入的话题献 因此最终选择猨常系数猩线性微分算子作为核心对象加以展开，期

望编织出微分算子，奇异积分和獆獯獵獲獩獥獲变换之间美妙的联系献 思路偏向意识流，仅仅为了

追求对獆獯獵獲獩獥獲变换更丰富的理解，无意对讲义提及的任何一个内容作正式研究献 听众猯读者

如欲更进一步，可以参考相关教材献

线性微分算子，Fourier乘子与奇异积分

上一章讲到线性偏微分算子，同时定理猵献猶猴指出了常系数獐獄獅猨可能的猩可解性，所以这

一章我们将目光集中在常系数情形下献 猨变系数微分算子就复杂多了；如欲继续深入，各位

可以学习拟微分算子和獆獯獵獲獩獥獲积分算子的相关理论猩

回顾常系数线性偏微分算子P 猨D猩及其獆獯獵獲獩獥獲乘子P 猨猲πiξ猩：

猨P 猨D猩f 猩̂猨ξ猩 猽 P 猨猲πiξ猩 · f̂猨ξ猩, f ∈ S ′

对于正算子−猁 猺 猨−猁f 猩̂猨ξ猩 猽 猨猲π |ξ|猩2 · f̂猨ξ猩，可以定义其平方根算子猨−猁猩1/2猺

猨猨−猁猩1/2f 猩̂猨ξ猩 猽 猲π |ξ| · f̂猨ξ猩

为了简化问题，今后设P齐次献 设獤獥獧P 猽 m，则猨请计算验证猩

P 猨D猩f 猽 猨T ◦ 猨−猁猩m/2猩f

其中算子T对应獆獯獵獲獩獥獲乘子

猨Tf 猩̂猨ξ猩 猽 im
P 猨ξ猩

|ξ|m
· f̂猨ξ猩 猨猱猩

由齐次性，乘子是一个零次齐次函数献 所以关于常系数线性偏微分算子的研究归结于两个部

分：零次獆獯獵獲獩獥獲乘子和算子猨−猁猩1/2，本章也按此依次展开讨论献

对于乘子imP (ξ)
|ξ|m，自然要问T对应了什么卷积算子献 将P 猨ξ猩展开，乘子可以分解为以下

部件

m猨ξ猩 猽 i
ξi
|ξ|

的多项式组合，所以来找m猨ξ猩的本体即可献 上一章求獐獄獅基本解的方法自然派上用场献

命题6.1. 定义Riesz变换Rk：

Rkf猨x猩 猺猽 cn · 獰.獶. yk

|y|n+1 ∗ f猨x猩

则Rk满足

猨Rkf 猩̂猨ξ猩 猽 −i ξk
|ξ|
f̂猨ξ猩
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注献 从乘子形式可以直接得到恒等算子I的分解：

I 猽 −
n∑

k=1

R2
k

且獐獬獡獮獣獨獥獲獥獬定理可以被重写为Rj的等距同构性

∥f∥2 猽
∑
j

∥Rjf∥2

证要献

我们将会看到，獒獩獥獳獺变换的形式并非偶然，而是源于零次乘子的本质结构献 我们建立下面

重要的结构定理，即尺度不变型⇔零次獆獯獵獲獩獥獲乘子：

定理6.2.猨零次乘子的结构定理猩 设m ∈ C∞猨Rn \ 猰猩是零次獆獯獵獲獩獥獲乘子，Tm是S对应的变
换献 则存在am ∈ C，函数猊m ∈ C∞猨獓n−1猩满足均值为猰，Tm具有以下形式猺

Tmf 猽 amf 猫 獰.獶.
猊m猨x′猩

|x|n
∗ f, ∀f ∈ S

其中x′ 猽 x/ |x| ∈ 獓n−1献

零次齐次函数可以分解为常数项与零均值部分之和，所以定理猶献猲是下述定理的直接推论献

定理6.3. 设m ∈ C∞猨Rn \猰猩是零次獆獯獵獲獩獥獲乘子献设m在獓n−1上的均值为猰，则存在函数猊m ∈
C∞猨獓n−1猩满足均值为猰，m̂具有以下形式猺

m̂ 猽 獰.獶.
猊m猨x′猩

|x|n

证要献 在分布意义下m̂存在，且为−n次分布献 求导以零次化：

ξnj m̂猨ξ猩 猽 Cn猨
∂nm

∂xnj
猩̂猨ξ猩

研究齐次函数∂nm/∂xnj ∈ C∞猨Rn \ 猰猩，易知次数猽 −n，且獓n−1上均值为猰献 而作为分布其

奇异性质集中于x 猽 猰上，所以考虑分离出正则部：主值积分獰.獶.∂nm/∂xni 献 注意到两者之

差是点支分布猨请验证，留作练习！猩，根据定理猵献猶猱，

∂nm

∂xnj
猽 獰.獶.

∂nm

∂xnj
猫
∑

|α|≤N

cαD
αδ

于是作獆獯獵獲獩獥獲变换

ξnj m̂猨ξ猩 猽 Cn猨獰.獶.
∂nm

∂xnj
猩̂猨ξ猩 猫

∑
|α|≤N

cα猨猲πiξ猩
α

左式和右式第猱项是零次分布，故多项式项必为常数c0献 由于零次分布獰.獶.∂nm/∂xnj ∈ C∞猨Rn\
{猰}猩, 猱 ≤ j ≤ n猨请验证，留作练习！猩，所以m̂是R \ {猰}上的−n次函数，并记m̂ |Sn−1猽 猊 ∈

猸猹



C∞猨獓n−1猩献

下面证明猊均值为猰献 我们构造试验函数ϕ ∈ S：

猨猱猩 ϕ径向，且ϕ猨x猩 ≥ 猰献

猨猲猩 獳獵獰獰猨ϕ猩 ⊂ 猱 ≤ |x| ≤ 猲献

猨猳猩 ϕ猨x猩 > 猰,∀x ∈ 獳獵獰獰猨ϕ猩◦献

则

⟨m̂, ϕ⟩ 猽
∫
Rn

猊猨x′猩

|x|n
ϕ猨x猩

猽

∫ 2

1

∫
Sn−1

猊猨u猩

rn
· rn−1 dσ猨u猩 dr

猽 獬獮 猲 ·
∫
Sn−1

猊猨u猩 dσ猨u猩

另一方面，由ϕ, ϕ̂径向和m零次，

⟨m̂, ϕ⟩ 猽
〈
m, ϕ̂

〉
猽

∫
R
ϕ̂猨r猩rn−1 dr ·

∫
Sn−1

m猨u猩 dσ猨u猩

猽猰

最后证明在分布意义下m̂ 猽 獰.獶.Ω(x′)
|x|n 献 同样两者之差是单点支撑分布献 作缓增分布的獆獯獵獲獩獥獲反

演有

m− 猨獰.獶.
猊猨x′猩

|x|n
猩̂ 猽 C

右式的多项式项是常数，因为m和獰.獶.猊猨x′猩/ |x|n均为零次献 又因为均值为猰，C 猽 猰献 □

一般情况下猊猨x′猩/ |x|n /∈ L1猨Rn猩，正如之前关于卷积和獆獯獵獲獩獥獲变换的讨论所展示的，

现在Tmf是否是常义函数存疑献 这代表了调和分析的一个核心话题：奇异积分献 显然为了

让非可积的积分核有意义，我们需要更加精细的估计手段，即发轫于獃獡獬獤獥獲猓獯獮猭獚獹獧獭獵獮獤的

实方法献 课程外感兴趣的朋友可以参考獃猭獚的两篇论文猨On the Existence of Certain Sin-

gular Integrals，獁獣獴獡 獍獡獴獨献 88猨猱猹猵猲猩，猸猵猭猱猳猹；On Singular Integrals猬 獁獭獥獲献 獊献 獍獡獴獨献
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奇核与Hilbert变换，C-Z算子，椭圆PDE

上一节讲到獒獩獥獳獺变换Ri，以及奇异积分

Tf 猽 獰.獶.
猊猨x′猩

|x|n
∗ f

根据上一节的讨论不妨设猊均值为猰，显然这个积分不一定收敛献 一个简单的想法是，如

果猊满足某种对称性或许能保证收敛，就如主值积分一般献 所以先考虑猊是獓n−1上的奇函

数猨奇核猩，注意獒獩獥獳獺变换就属于这一类献 下面使用所谓的rotaion method转化为n 猽 猱的

猹猰



情形：设f ∈ S，球面测度σ猨u猩

Tf猨x猩 猽 獬獩獭
ϵ→0

∫
Sn−1

猊猨u猩

∫ ∞

ϵ

f猨x− ru猩
dr

r
dσ猨u猩

猽 獬獩獭
ϵ→0

∫
Sn−1

猊猨u猩

∫ −ϵ

−∞
f猨x− ru猩

dr

r
dσ猨u猩

猽 獬獩獭
ϵ→0

猱

猲

∫
Sn−1

猊猨u猩

∫
|r|>ϵ

f猨x− ru猩
dr

r
dσ猨u猩

根据猊均值为猰，进一步分离

Tf猨x猩 猽
猱

猲
獬獩獭
ϵ→0

猱

猲

∫
Sn−1

猊猨u猩

∫
ϵ<|r|<1

猨f猨x− ru猩− f猨x猩猩
dr

r
dσ猨u猩

猫
猱

猲

∫
Sn−1

猊猨u猩

∫
|r|>1

f猨x− ru猩
dr

r
dσ猨u猩

f的光滑性保证了第一项积分收敛，衰减性保证了第二项收敛，如果引入猨定向猩Hilbert变

换：

Hu 猺 Huf猨x猩 猽
猱

π
獰.獶.

∫
R
f猨x− tu猩

dt

t

或者等效地考虑

H 猺 Hf 猽
猱

π
· 獰.獶.猱

x
∗ f, f ∈ S猨R1猩

奇核的奇异积分就有形式

Tf猨x猩 猽
π

猲

∫
Sn−1

猊猨u猩Huf猨x猩 dσ猨u猩 猨猪猩

根据第三章练习猲的獍獩獮獫獯獷獳獫獩积分不等式，只要猊 ∈ L1猨獓n−1以及Hu是强猨p, p猩型算子，我

们就能得到奇核积分的Lp有界性猨留作练习！ 猩献 因此接下来的重点在于獈獩獬獢獥獲獴变换的有界

性，而这点并不简单，因为 1
x
/∈ L1，獈獩獬獢獥獲獴变换继承了奇核的奇异性，我们需要更强大的

分析工具献 尝试计算H对应的獆獯獵獲獩獥獲乘子猨当然，是缓增分布意义下的猩

练习1. 獈獩獬獢獥獲獴变换的乘子

mH猨ξ猩 猽 −i · 獳獧獮猨ξ猩

根据獐獡獲獳獥獶獳獡獬恒等式

∥f∥2 猽
∥∥∥f̂∥∥∥

2

猽
∥∥∥mH · f̂

∥∥∥
2
猽 ∥Hf∥2

得到H是强猨猲, 猲猩型献 但遗憾的是H不可能是强猱, 猱型：

练习2. 设f ∈ S猨R猩，则Hf ∈ L1猨R猩当且仅当
∫
R f 猽 猰献
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证要献 注意到

Hϵf猨x猩 猽
猱

π

∫
|x−y|>ϵ

f猨y猩

x− y
dy

猽
猱

πx
·
∫
|x−y|>ϵ

f猨y猩

猱− y/x
dy

猽
猱

πx
·

∞∑
n=0

∫
|x−y|>ϵ

f猨y猩猨
y

x
猩n dy

猽
A

πx
猫O猨

猱

x2
猩

其中A 猽
∫
R f 献 □献

那么如何研究弱猨猱, 猱猩型呢？第猴章为了研究獈猭獌极大算子我们介绍了獃猭獚分解，那里已

经看到它对函数奇异部分的控制相当有力献 这里进一步发掘其应用献

定理6.4. H是弱猨猱猬猱猩型算子献

证明献 复函数分解为实部与虚部，而实函数分解为正部与负部献 所以不妨设f ∈ L1猨R猩非负献

考虑高度λ > 猰的獃猭獚分解，这生成了一列不交的二进区间{Ij}，满足

猨猱猩 f猨x猩 ≤ λ, 獡.獥. x /∈ 猊 猽 ∪jIj；

猨猲猩 |猊| ≤ ∥f∥1 /λ；

猨猳猩 λ < 1
|Ij |

∫
Ij
f < 猲nλ献

借助獃猭獚分解f可分解为正则部g和奇异部b：

g猨x猩 猽f猨x猩, x /∈ 猊

猽
猱

|Ij |

∫
Ij

f, x ∈ Ij

以及

b猨x猩 猽
∑
j

bj猨x猩

bj猨x猩 猽猨f猨x猩− 猱

|Ij |

∫
Ij

f猩 · χIj 猨x猩

据此得到以下性质：

猨獡猩 猰 ≤ g猨x猩 ≤ 猲λ a.e.；

猨獢猩 bj猨x猩均值为猰，獳獵獰獰猨bj猩 ⊂ Ij 献

猹猲



对于正则部，弱猨猱猬猱猩型估计并不困难：

aHg猨λ猩 ≤
猱

λ2
∥Hg∥22

猽
猱

λ2
∥g∥22

≤ 猱

λ2

∫
R
猲λ · g猨x猩 dx

猽
猲

λ
∥g∥1

下面分析奇异部献 观察卷积内部的项bj猨y猩/猨x − y猩，困难在于x ∈ y 猫 Ij且|y|充分小的空间
上猨换言之，獸充分靠近猊猩献 但是獃猭獚分解的性质猨猲猩，|猊|被弱猨猱猬猱猩估计控制，那么取

猊∗ 猽
⋃
j

猲Ij , |猊∗| ≤ 猲 |猊| ≤ 猲

λ
∥f∥1

这样通过獃猭獚分解，靠近奇异性质的猊∗得到控制猺

aHb猨λ猩 ≤ |猊∗|猫 |{x ∈ R \ 猊∗ 猺 |Hb猨x猩| > λ}|

≤ 猲

λ
∥f∥1 猫

猱

λ

∫
R\Ω∗

|Hb猨x猩| dx

而对可积性较好∀x ∈ R \ 猊∗, y ∈ Ij，记Ij的中心cj，有|x− y| ≥ |x− cj | /猲，我们得以直接
估计： ∫

R\Ω∗
|Hbj猨x猩| dx ≤

∫
R\2Ij

|Hbj猨x猩| dx

猽

∫
R\2Ij

∣∣∣∣∫
R

bj猨x− y猩

y
dy

∣∣∣∣ dx
猽

∫
R\2Ij

∣∣∣∣∫
R

bj猨y猩

x− y
dy

∣∣∣∣ dx
猽

∫
R\2Ij

∣∣∣∣∣
∫
Ij

bj猨y猩

x− y
dy

∣∣∣∣∣ dx

由性质猨獢猩，作差∫
R\Ω∗

|Hbj猨x猩| dx ≤
∫
R\2Ij

∫
Ij

∣∣∣∣bj猨y猩猨 猱

x− y
− 猱

x− cj
猩

∣∣∣∣ dy dx
≤
∫
Ij

|bj猨y猩|
∫
R\2Ij

∣∣∣∣ cj − y

猨x− y猩猨x− cj猩

∣∣∣∣ dx dy
≤
∫
Ij

|bj猨y猩|
∫
R\2Ij

|Ij |
|x− cj |2

dx dy

猽

∫
Ij

|bj猨y猩|
∫
|r|>Ij

|Ij |
r2

dx dy

猽猲 ∥bj∥1
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已知

|Hb猨x猩| ≤
∑
j

|Hbj猨x猩| a.e.

因为对Hbj的有限和显然成立，而
∑
bj和

∑
Hbj分别依L

2收敛于b和Hb，所以对无限和也成

立猨请验证之献 由于{bj}支集两两不交，积分具有可加性猩献 继续应用可加性即有：∫
R\Ω∗

|Hb猨x猩| dx 猽
∑
j

∫
R\Ω∗

|Hbj猨x猩| dx

≤猲
∑
j

∥bj∥1

≤猲
∑
j

∫
Ij

|f猨x猩| dx猫 猨
猱

|Ij |

∫
Ij

|f |猩 · |Ij |

猽猴
∑
j

∥∥fχIj

∥∥
1
猽 猴 ∥f∥1

如此定理得证献 □

这样通过实插值定理可知H是强猨p, p猩型，当猱 < p ≤ 猲献 那么对于p > 猲呢？第猳章练习猲提供

了对偶延拓的方法猨可以类比分布的对偶延拓，事实上在实分析课上我们将会知道獒獩獥獳獺表示

定理：Lp与Lp′
互为对偶空间，当然是在同构意义下猩：

练习3. 对f, g ∈ S，成立分部公式∫
R
Hf · g 猽 −

∫
R
f ·Hg

定理6.5. H是强猨p, p猩算子，∀猱 < p <∞献

证明献 只需考虑p ∈ 猨猲,∞猩，则其獈獿獯獬獤獥獲共轭p′ ∈ 猨猱, 猲猩献 根据稠密性，仅需设f ∈ S，根据分
部公式和第猳章练习猲的对偶公式，

∥Hf∥p 猽獳獵獰{
∣∣∣∣∫

R
Hf · g

∣∣∣∣ 猺 ∥g∥p′ ≤ 猱}

猽獳獵獰{
∣∣∣∣∫

R
f ·Hg

∣∣∣∣ 猺 ∥g∥p′ ≤ 猱}

≤∥f∥p · 獳獵獰{∥Hg∥p′ 猺 ∥g∥p′ ≤ 猱}

≤Cp′ ∥f∥p

其中，第二个等号成立是因为虽然分部公式是在g ∈ S而对偶公式要求遍历g ∈ Lp′
，但S在Lp′

稠

密，即可用獓獣獨獷獡獲獴獺函数列gk依L
p′
逼近g，根据H的Lp′

有界性可知Hgk依L
p′
逼近Hg，代入

对偶公式即可猨事实上我们只是重复了一遍稠密性技巧猩献 如此完成证明献 □

推论6.6. 獒獩獥獳獺变换Ri是强猨p, p猩型，∀猱 < p <∞献

练习4. 设f 猽 χ[0,1]献 计算Hf说明H不可能是强猨猱, 猱猩型和猨∞,∞猩型献

练习5. 这里对獃猭獚分解的技术进一步推广得到应用极广泛的一类猢獃猭獚算子猢献 估计的基本
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思路和獈獩獬獢獥獲獴变换一脉相承：

猨猱猩猨獃猭獚猩 设K ∈ L1
loc猨Rn \ {猰}猩是一个缓增分布，并满足∣∣∣K̂猨ξ猩

∣∣∣ ≤ C 猨獡猩

以及 ∫
|x|>2|y|

|K猨x− y猩−K猨x猩| dx ≤ C, ∀y ∈ Rn 猨獢猩

条件猨獢猩称为Hörmander条件献 证明卷积型算子

T 猺 f 7→ K ∗ f, ∀f ∈ S ′

是弱猨猱, 猱猩型和强猨p, p猩型献

提示献 注意T的对偶算子对应了卷积核K猨−x猩献

猨猲猩 证明以下C-Z条件成立则獈条件成立：

|∇K猨x猩| ≤ C

|x|n+1 , ∀x ̸猽 猰 猨獣猩

提示献 |x| > 猲 |y| ⇒ |x− y| > |x| /猲献

下面关注K猨x猩 猽 猊猨x′猩/ |x|n的具体情形献 定义球面上的振幅

ω∞猨t猩 猽 獳獵獰{|猊猨x′1猩− 猊猨x′2猩| 猺 |x′1 − x′2| ≤ t, x′1, x
′
2 ∈ 獓n−1}

猨猳猩 证明如果猊满足Dini条件 ∫ 1

0

ω∞猨t猩

t
dt <∞ 猨獤猩

则核函数K满足条件猨獢猩献

猨猴猩 设猊球面上均值为猰并满足条件猨獤猩，则卷积型算子

Tf 猽 獰.獶.
猊猨x′猩

|x|n
∗ f

是弱猨猱, 猱猩型和强猨p, p猩型献

提示献 为证明强猨p, p猩型，注意条件猨獤猩蕴含猊有界，尝试原本用于奇核的獲獯獴獡獩獯獮 獭獥獴獨獯獤献

最后推广至K非卷积型献 设Rn × Rn对角线区域

猁 猺猽 {猨x, x猩 猺 x ∈ Rn}
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猨猵猩 设T是强猨猲, 猲猩型算子，且存在Rn × Rn \猁上的函数K猨x, y猩，对∀f ∈ L2
c猨Rn猩有

Tf猨x猩 猽

∫
Rn

K猨x, y猩f猨y猩 dy, ∀x /∈ 獳獵獰獰猨f猩 猨猪猩

并且K满足Hörmander条件∫
|x−y|>2|y−z|

|K猨x, y猩−K猨x, z猩| dx ≤ C∫
|x−y|>2|x−w|

|K猨x, y猩−K猨w, y猩| dy ≤ C 猨獨猩

证明T是弱猨猱, 猱猩型和强猨p, p猩型献

提示献 猨∗猩仅在紧支撑条件下成立，但对于獃猭獚分解得到的函数bj已足够；第一个估计证

明T弱猨猱, 猱猩，第二个估计用于T的对偶献

猨猶猩 证明如果K 猺 Rn × Rn \猁 → C满足标准核的条件：存在δ > 猰，

|K猨x, y猩| ≤ C

|x− y|n

|K猨x, y猩−K猨x, z猩| ≤ C
|y − z|δ

|x− y|n+δ
, |x− y| > 猲 |y − z|

|K猨x, y猩−K猨w, y猩| ≤ C
|x− w|δ

|x− y|n+δ
, |x− y| > 猲 |x− w|

则K满足条件猨h猩献 定义Rn上的猨广义猩Calderon-Zygmund算子T满足以下条件

猨獩猩 T是强猨猲, 猲猩型献

猨獩獩猩 存在一个标准核K 獳献獴献 对∀f ∈ L2
c猨Rn猩有

Tf猨x猩 猽

∫
Rn

K猨x, y猩f猨y猩 dy, ∀x /∈ 獳獵獰獰猨f猩

回到微分算子理论献 根据第猱节的猨猱猩式，T是若干獒獩獥獳獺变换的复合与线性组合，所以T是

强猨p, p猩型，∀猱 < p <∞献 那么不禁设想，如果T存在逆算子T−1，根据泛函分析中著名的逆

映射定理

定理6.7.猨獂獡獮獡獣獨猬 逆映射定理猩 设獂獡獮獡獣獨空间X,Y，有界线性映射T 猺 X → Y是一一对

应，则逆映射T−1 猺 Y → X有界献

猨这里不可能介绍定理的证明了，不过定理实在太常用，没有泛函分析背景的朋友当作黑

箱使用即可献 当然有基于奇异积分的证明，虽然铺垫同样繁冗以至无法在此处展示，但所

需前置不超出当下，感兴趣的读者可以参考獊献 獄獵獯獡獮獤獩獫獯獥獴獸獥獡的Fourier Analysis第猴章第猲猭

猴节的内容，其中最后得到了结论

定理6.8. 设q > 猱，猊是獓n−1的均值为猰的函数，其奇部猊odd ∈ L1猨獓n−1猩，偶部猊even ∈

猹猶



Lq猨獓n−1猩献 则奇异积分算子T

Tf 猽 獰.獶.
猊猨x′猩

|x|n
∗ f

是强猨p, p猩型献 猩

那么T−1也是强猨p, p猩型，常系数线性獐獄獅

P 猨D猩u 猽 f, f ∈ Lp, 猱 < p <∞

将变换为

猨−猁猩m/2u 猽 T−1f

如此问题被大大简化：原本无穷无尽的P 猨D猩可以归结为对猨−猁猩m/2u ∈ Lp的研究献 不过能

满足T可逆的P 猨D猩需要条件献 为方便下面引入一些术语献 对于常系数线性偏微分算子

P 猨D猩 猽
∑

|α|≤m

aα ·Dα

和它的象征

P 猨ξ猩 猽
∑

|α|≤m

aα · ξα

我们称P 猨D猩是椭圆的，如果P 猨ξ猩满足下界估计

P 猨ξ猩 ≥ c |ξ|m

例如獌獡獰獬獡獣獥算子猁，獃獡獵獣獨獹猭獒獩獥獭獡獮獮算子 ∂
∂z̄
都是椭圆算子，而热方程，波方程就不是椭圆

的献

现在把定理猶献猳中的算子Tm收集起来组成集合A献 那么有以下代数刻画：

定理6.9. A在配备常义下的加法和复合运算后构成一个交换代数献 Tm ∈ A可逆当且仅
当m |Sn−1恒不为猰献

证要献注意Tm1
◦Tm2

猽 Tm1m2
献 Tm可逆当且仅当T1/m ∈ A，即零次乘子 1

m
满足 1

m
∈ C∞猨Rn \

{猰}猩献 □

对于齐次的P 猨D猩，显然TP可逆当且仅当PD是椭圆算子猨为什么呢？注意齐次多项式的零点

集是一个锥面猩献

刻画完零次乘子部分，对P 猨D猩的第二个部分猨−猁猩m/2算子的研究其实本质在问：如何

在Lp的语境下刻画光滑性献 我们留到后面叙述献

补充：Dirichlet核DR，Fourier级数的Lp收敛性

这一节是对獆獯獵獲獩獥獲级数收敛性的补充献 我们先建立从T到R的过渡献

定理6.10. 设猱 ≤ p < ∞献 设卷积算子K1∗是强猨p, p猩型，K̂在Z上每个点处连续献 令Lp猨T猩上

猹猷



的乘子m猺

m猨k猩 猽 K̂猨k猩

猨即K 猽 Km是K的周期化猩献 则Km∗是强猨p, p猩型，且∥K∗∥ ≤ ∥K∗∥献
证明献 证明实在太长，笔者直接摆烂献请读者参考獅献 獓獴獥獩獮和獇献獗獥獩獳獳的Introduction to Fourier

Analysis in Euclidean Spaces猬獰猲猶猰猭猲猶猳的多元版本证明献 □

练习6. 以下命题等价：

猨猱猩 ∀f ∈ Lp猨Rn猩, 猱 ≤ p <∞，依Lp范数SNf → f, N → ∞献

猨猲猩 存在常数Cp，

∥SNf∥p ≤ Cp ∥f∥p , ∀N

提示献 三角多项式空间在Lp空间中稠密献

有了周期化的结果，关于獆獯獵獲獩獥獲级数的收敛性只需考虑D上的獄獩獲獩獣獨獬獥獴核DR献 注意下

面需要p > 猱献 作獆獯獵獲獩獥獲变换

猨SRf 猩̂猨ξ猩 猽 χ(−R,R)f̂

联系獈獩獬獢獥獲獴变换H的乘子

mH猨ξ猩 猽 −i · 獳獧獮猨ξ猩

那么可以通过频率的平移将H变换为SR献 而我们知道频率的平移等价于物理空间的振动，

所以考虑算子

MR 猺 MRf 猽 e2πiRxf猨x猩

则有猨计算留作练习猩

SR 猽
i

猲
猨M−RHMR −MRHM−R猩

显然M±R是L
p有界的献 由獈獩獬獢獥獲獴变换的Lp理论我们得到

定理6.11. SR是强猨p, p猩型，∀猱 < p <∞献 进而

獬獩獭
R→∞

∥SRf − f∥p 猽 猰

进而得到了獆獯獵獲獩獥獲级数的Lp收敛性猨猱 < p < ∞猩献 到现在为止想必足以认识到利用乘子猨频

率观点猩是相当美妙的分析技术献 如欲在这方面深入，各位可以学习獌獩獴獴獬獥獷獯獯獤猭獐獡獬獥獹理论的

相关内容献 下面转进另一个话题献

Sobolev空间W k,p，Hs与Fourier变换

这一节我们把目光转向算子猨−猁猩m/2

猨猨−猁猩m/2f 猩̂猨ξ猩 猽 猲π |ξ| f̂猨ξ猩

猹猸



根据第猲节的讨论，我们当然希望讨论一类分布u满足猨−猁猩m/2u ∈ Lp献 换言之，用Lp范数刻

画猨弱猩光滑性献 这个想法自然地导出重要的獓獯獢獯獬獥獶空间献

定义6.12. 设k ∈ Z≥1, 猱 ≤ p ≤ ∞献 Sobolev空间W k,p猨Rn猩由以下函数f构成：

猨猱猩 f ∈ Lp猨Rn猩

猨猲猩 ∀ |α| ≤ k，弱导数Dαf ∈ Lp猨Rn猩献

W k,p配备范数

∥f∥k,p 猽
∑
|α|≤k

∥Dαf∥p

下面建立W k,p的一些基本性质献

命题6.13. 獓獯獢獯獬獥獶空间构成降链：

W 1,p ⊃W 2,p ⊃ ... ⊃W k,p ⊃ ...

命题6.14. W k,p是獂獡獮獡獣獨空间献

定理6.15. 设猱 ≤ p < ∞献 则f ∈ W k,p猨Rn猩当且仅当存在一列试验函数{fk} ⊂ D猨Rn猩满

足以下条件：

猨猱猩 依Lp范数fk → f；

猨猲猩 对任意多重指标|α| ≤ k，依Lp范数{Dαfk}收敛献

注献 定理说明W k,p是依前k阶导数的Lp范数对D的完备化献 相应的可以建立稠密性技巧献

这一节我们先关注一个特殊情形p 猽 猲：Hk猨RN 猩 猽 W k,2猨Rn猩献 Hk在物理上很常见，因

为平方可积条件往往用于限制能量有限献 同时L2的獆獯獵獲獩獥獲分析相当强大：比如獐獬獡獮獣獨獥獲獥獬定

理这类物理空间与频率空间的对偶关系献 下面我们通过一组练习研究其推广——Hs空间，

既是为下一节的一般情形作铺垫，也是对L2的獆獯獵獲獩獥獲变换很好的回顾献

练习7. 设s ∈ R献 定义L2-Sobolev空间Hs猨Rn猩：

Hs猨Rn猩 猽 {f ∈ S ′猨Rn猩 猺 猨猱 猫 |ξ|2猩s/2f̂猨ξ猩 ∈ L2猨Rn猩}

并配备范数

∥f∥Hs 猺猽
∥∥∥猨猱 猫 |ξ|2猩s/2f̂猨ξ猩

∥∥∥
2

猨猱猩 设k为非负整数献 证明W k,2 ↪→ Hk，且两者的范数等价献

猹猹



猨猲猩 定义Hs上的内积：

⟨f, g⟩Hs 猺猽

∫
Rn

猨猱 猫 |ξ|2猩sf猨ξ猩 猖g猨ξ猩 dξ

证明Hs配备该内积是獈獩獬獢獥獲獴空间献

猨猳猩 给定任意sR献 证明对任意m阶常系数线性微分算子P 猨D猩，

P 猨D猩 猺 Hs → Hs−m

是连续映射献 特别地

猨猱 猫 猁猩m/2 猺 Hs → Hs−m

是连续线性同构，其逆映射为猨猱 猫 猁猩−m/2献

猨猴猩猨紧支分布的结构定理猩 设紧支分布c ∈ E ′猨Rn猩的阶是N，则

c ∈ Hs, ∀s < −N − n

猲

注献 定理也定量地反映出分布的阶与分布的正则性的关系，我们之前已经阐述过献

猨猵猩猨獓獯獢獯獬獥獶嵌入猩 设s > n/猲，证明嵌入映射

Hs猨Rn猩 ↪→ C0猨Rn猩

良定义且连续，即存在常数Cs，

∥u∥∞ ≤ Cs ∥u∥Hs , ∀f ∈ Hs

提示献 根据L1的獆獯獵獲獩獥獲变换，只需证明∥û∥1被∥u∥Hs控制献

猨猶猩 给定s ≥ 猰献 设g ∈ C∞猨Rn猩献 证明映射

f 7→ g · f, ∀f ∈ Hs猨Rn猩

是Hs的连续线性算子献

提示献 用频率空间转述命题，并运用獓獣獨獵獲 獴獥獳獴猨第猴章练习猶猩献

猨猷猩 设m阶变系数线性微分算子P 猨D猩所有系数都是C∞献 证明对∀s ∈ R

P 猨D猩 猺 Hs → Hs−m

是连续线性映射献

猨猸猩 设s > n/猲献 证明Hs猨Rn猩是一个獂獡獮獡獣獨代数，即乘积映射

u 7→ u · v, u, v ∈ Hs

猱猰猰



是连续线性算子

∥u · v∥Hs ≤ Cs ∥u∥Hs ∥v∥Hs

提示献 利用卷积与乘积的对偶关系献 运用卷积L1 ∗ L2的獙獯獵獮獧不等式作估计献

注献 猨猶猩猨猷猩是一个更强命题的特例：

定理. 对∀s > 猰，Hs ∩ L∞是一个獂獡獮獡獣獨代数献

定理的证明依赖于獌獩獴獴獬獥獷獯獯獤猭獐獡獬獥獹理论，感兴趣的朋友可以查阅参考文献献 猨猷猩已经体现

了这类命题在变系数獐獄獅的重要作用献

Riesz位势，Sobolev嵌入定理，椭圆正则性

这一节我们要研究一般的W k,p空间献 我们将会看到奇异积分和猨缓增分布的猩獆獯獵獲獩獥獲变

换在下面讨论中的核心地位献

我们还是先从算子猨−猁猩m/2谈起，其对应的乘子是猨猲π |ξ|猩m, m ≥ 猱献 承接上一节课关于

椭圆獐獄獅的讨论，欲解獐獄獅猨−猁猩m/2u 猽 f，形式上我们自然地考虑逆算子猨−猁猩−m/2：

猨猨−猁猩−m/2f 猩̂猨ξ猩 猺猽
猱

猨猲π |ξ|猩m
f̂猨ξ猩

猨事实上这也是拟微分算子理论的起点獢獬獡獢獬獡猩 但目前我们并不知道这么操作是否有意义献 作

出限制猰 < m < n，那么猱/猨猲π |ξ|猩m ∈ S′便可以计算獆獯獵獲獩獥獲变换献

练习8. 计算证明存在仅关于n,m的常数γn,m，在分布意义下

猨
γn,m

|x|n−m 猩̂猨ξ猩 猽 猨猲π |ξ|猩−m, ∀猰 < m < n

注意m不必是整数，所以实际上我们构造了所谓的分数阶积分算子

Iα 猺 Iαφ猨x猩 猽 γn,α

∫
Rn

φ猨y猩

|x− y|n−α dy,∀φ ∈ S猨Rn猩

满足

猨Iαf 猩̂猨ξ猩 猽
猱

猨猲π |ξ|猩α
f̂猨ξ猩

其中正实数α ∈ 猨猰, n猩猨证明同样留作练习猩献 Iα称作Riesz位势献

注献 借助獒獩獥獳獺位势以及奇异积分理论我们可以推广W k,p为分数阶的獓獯獢獯獬獥獶空间W s,p献 这里

不细说了献

可以看出我们已经在分布语境下求出猨−猁猩m/2u 猽 f的弱解献 当f是熟悉的函数猨比如Lp猬

Ck等猩时，我们当然还希望得到解更好的正则性，这就和獒獩獥獳獺位势更精细的性质密切联

系献 根据W k,p的定义，我们自然想研究Iα的L
p有界性献 借助獳獣獡獬獩獮獧 獡獲獧獵獭獥獮獴可知如果存在

猱猰猱



常数獃使∥Iαf∥q ≤ C ∥f∥p，q只能是p的獓獯獢獯獬獥獶共轭：

猱

q
猽

猱

p
− α

n

下面证明我们的猜测，如此f ∈ Lp时至少可以获得解的Lq正则性献

定理6.16.猨獈獡獲獤獹猭獌獩獴獴獬獥獷獯獯獤猭獓獯獢獯獬獥獶猩 设猰 < α < n，猱 ≤ p < n
α
，令p的獓獯獢獯獬獥獶共轭q，

则Iα是强猨p猬q猩型猨p > 猱猩和弱猨猱, n/猨n− 猱猩猩型献

证要献 我们提供两个证明，一个直接，朴素，体现了一般的估计思路；另一个借助獈猭獌极大

算子的结论献 但“分离猭控制”的思想是不变的献

法一献 设K猨x猩 猽 猱/ |x|n−α
，以半径A > 猰分离奇异部分就有

K 猽 K1 猫K∞ 猺猽 Kχ|x|≤A 猫Kχ|x|>A

其中显然K1 ∈ L1；设p的獈獿獯獬獤獥獲共轭p′，则K∞ ∈ L∞ ∩ Lp′
：

p ≤ n

α
⇒ p′猨n− α猩 > n

根据獍实插值定理，只需证明弱猨p猬q猩型估计猨猱 ≤ p < n/α猩即可献 设f ∈ Lp，估计第一部分

af∗K1
猨λ猩 ≤

∥f ∗K1∥pp
λp

≤
∥f∥pp
λp

· ∥K1∥p1

猽
∥f∥pp
λp

· 猨
∫
|x|≤A

猱

|x|n−α dx猩
p

猽C1
Aαp

λp
· ∥f∥pp

对于第二部分，注意

∥f ∗K∞∥∞ ≤∥K∞∥p′ ∥f∥p

猽猨

∫
|x|>A

猱

|x|p
′(n−α)

猩1/p
′
· ∥f∥p

≤C2A
−n/q · ∥f∥p

若取A满足

C2 ∥f∥p ·A
−n

q 猽 λ

则af∗K∞猨λ猩 猽 猰献 代入第一部分即有

af∗K猨猲λ猩 ≤C
∥f∥pp
λp

· 猨 λ

∥f∥p
猩−

q
n ·αp

猽Cp,α猨
∥f∥p
λ

猩q

猱猰猲



于是獈猭獌猭獓估计成立献 □

法二献 我们建立以下估计

|Iαf猨x猩| ≤ Ca ∥f∥ap/np ·Mf猨x猩1−ap/n

然后由第猴章关于M是弱猨猱, 猱猩与强猨p, p猩型猨猱 < p ≤ ∞猩的结论即可证明定理献 为证明该估计，

采用法一的记号A,K1,K∞献 对于f ∗K1，根据定理猴献猱猵有

|f ∗K1猨x猩| ≤ ∥K1∥ ·Mf

≤C1A
α ·Mf

对于f ∗K∞，由獈獿獯獬獤獥獲不等式有

|f ∗K∞| ≤ ∥K∞∥p′ ∥f∥p
猽C2A

−n/q · ∥f∥p

依旧是獳獣獡獬獩獮獧 獡獲獧獵獭獥獮獴：取

A 猽 猨∥f∥p ·Mf猩−p/n

则两个估计都成为∥f∥ap/np ·Mf猨x猩1−ap/n形式献 □

回到獓獯獢獯獬獥獶空间上献 设f ∈ W 1,p猨Rn猩，稠密性技巧猨定理猶献？猩说明只需考察f ∈ D献 一

个合理的猜测是通过导数的Lp估计猨f的广义正则性猩可以得到f的可积性，最简单的例子就

是f ′ ∈ L1猨R猩 → f ∈ L∞猨R猩献 接着作以下观察，考虑导数算子：

猨
∂

∂xi
f 猩̂ 猽 −猲πixi

再引入前面提到的獒獩獥獳獺变换Ri和獒獩獥獳獺位势Iα，f及其导数有了以下联系：

f 猽 I1 ◦ 猨
∑
i

Ri ◦
∂f

∂xi
猩 猨猱猩

根据Rj强猨p, p猩性和I1强猨p, q猩性猨猱 < p < n猩，f ∈ Lq，即猱 < p < q时W 1,p可连续嵌入Lq中，

由第猴章的插值估计

∥f∥pt
≤ ∥f∥1−t

p0
∥f∥tp1

结论可推广至∀r 猺 猱 < p ≤ r ≤ q献 通过归纳法猨请验证猩得到

定理6.17.猨獓獯獢獯獬獥獶嵌入定理Ⅰ猩 设k ∈ Z≥1, 猱 < p < n/k，记p的獓獯獢獯獬獥獶共轭q，则嵌入

映射

W k,p ↪→ Lr, ∀p ≤ r ≤ q

连续猨有界猩献

这初步显示了奇异积分的巨大潜力献不过单纯依靠上述方法无法处理高p指标的情形献 受獒獩獥獳獺变

猱猰猳



换启发，我们对猨猱猩加以更直接的分析：考虑乘子

mi猨ξ猩 猽 −i ξi
|ξ|2

与相应的卷积核Ti献 计算可得猨这时乘子是否是分布存疑，这里只是形式上的运算猩

Tif 猽 cn · 獰.獶. xi
|x|n

∗ f

这里发现卷积项局部可积，这说明我们正走在正确的方向：的确在讨论缓增分布献 那么类

似猨猱猩式，在分布意义下对f ∈ D猨Rn猩成立猨f的限制自然是必要的猩

f猨x猩 猽cn
∑
i

∫
Rn

∂f

∂xi
猨x− y猩 · yi

|y|n
dy

猽
∑
i

Ti猨
∂f

∂xi
猩 猨猲猩

这里Ti和猨猲猩式是通过獆獯獵獲獩獥獲变换“猜”出的，但直接用数分知识在常义函数的语境下证明

也不难，留作练习献 也可以参考獔献 獔獡獯的An Epsilon of RoomⅠ:Real Analysis猬 獰猲猴猶猭猲猴猷的

证明献

由猨猲猩式直接得到

|f猨x猩| ≤ cn
∑
i

∣∣∣∣ ∂f∂xi 猨x− y猩

∣∣∣∣ · 猱

|y|n−1

再次通过獒獩獥獳獺位势I1得到

∥f∥q ≤ C
∑
i

∥∥∥∥ ∂f∂xi
∥∥∥∥
p

由稠密性技巧我们重新得到獓獯獢獯獬獥獶嵌入定理Ⅰ献

下面考虑k 猽 猱，而p ≥ n的情形献 这时獒獩獥獳獺位势刻画已经无能为力，但另一个强有力

的卷积型估计：獙獯獵獮獧不等式

∥f ∗ g∥r ≤ ∥f∥p1
∥g∥p2

,
猱

r
猫 猱 猽

猱

p1
猫

猱

p2
猨猳猩

证明是直接运用獒复插值定理于两个熟知的估计猨看作卷积算子f ∗ ·猩：

∥f ∗ g∥p ≤ ∥f∥p ∥g∥1
∥f ∗ g∥∞ ≤ ∥f∥p ∥g∥p′

应用于Ti：对∀s < n/猨n− 猱猩

∥Tif∥r ≤cn ∥f∥p · 猨
∫
Rn

猱

|x|(n−1)s
· χsupp(f) dx猩

1/s

≤Cn,s,supp(f) ∥f∥p

其中χsupp(f)是f紧支集的光滑截断，反常积分项才因此收敛，所以之前的稠密性技巧在这

猱猰猴



里失效了猨常数系数与支集有关猩献 不过限制在局部上猨以及归纳法猩，我们依然能获得相当好

的结果：

定理6.18.猨獓獯獢獯獬獥獶嵌入定理Ⅱ猩 设k ∈ Z≥1, p 猽 n/k，则对任意紧集K ⊂ Rn，

f |K∈ Lr猨Rn猩, ∀猱 ≤ r <∞

特别地，嵌入

W k,p猨Rn猩 ↪→ Lr猨Rn猩, ∀p ≤ r <∞

连续猨有界猩献猨连续性证明留作练习猩

最有趣的应该是k 猽 猱, p > n的情形献 依然考虑f ∈ D献 此时p′ < n/猨n− 猱猩献 故

∥Tif∥∞ ≤cn ∥f∥p · 猨
∫
Rn

猱

|x|(n−1)p′ · χsupp(f) dx猩
1/p′

≤Cn,supp(f) ∥f∥p

我们直接得到了上界估计献 那么如果在紧集K上按W 1,p范数fi → f, {fi} ⊂ D猨K猩，那么

收敛便是一致收敛，我们得到常义的正则性！连续性是局部性质，因此

定理6.19.猨獓獯獢獯獬獥獶嵌入定理Ⅲ猩 设k ∈ Z≥1, p > n/k，则猨至多在零测集上修正后猩

W k,p猨Rn猩 ↪→ C0猨Rn猩

连续献猨连续性证明留作练习猩

注献 当然此时獓獯獢獯獬獥獶嵌入定理Ⅱ的结论依然成立，留作练习献

推论6.20. 设k > m猫 n/p, m ∈ N，则

W k,p猨Rn猩 ↪→ Cm猨Rn猩

定理/练习9.猨獈獿獯獬獤獥獲猭獓獯獢獯獬獥獶嵌入猩 设k 猽 猱, p > n，令α ∈ 猨猰, 猱猩满足

猱

p
猽

猱− α

n

则嵌入

W 1,p猨Rn猩 ↪→ C0,α猨Rn猩

连续猨有界猩献

证要献 固定x0 ∈ Rn，在嵌入定理的证明中取KR 猽 {y 猺 |y| < R}, R > 猰，在KR上给出

獳獵獰
|y|<R

|f猨x猫 y猩− f猨x猩|
|y|α

关于R一致有界献 □

猱猰猵



现在只留下p 猽 猱 < n/k这个端点情形，显然上面的方法也无能为力献 我们另辟蹊径，

引入一个优美的不等式献

引理6.21. 设f ∈ D猨Rn猩，则

∥f∥q ≤ 猨
∏
i

∥∥∥∥ ∂f∂xi
∥∥∥∥
1

猩1/n,
猱

q
猽 猱− 猱

n

证要献 对n用归纳法献 n 猽 猱情形是显然的：∥f∥∞ ≤ ∥f ′∥1；
现在假设不等式对n− 猱成立，考虑n献 设x 猽 猨x′, xn猩 ∈ Rn, x′ ∈ Rn−1, xn ∈ R献 令

Aj猨xn猩 猽

∫
Rn−1

∣∣∣∣ ∂f∂xj 猨x′, xn猩
∣∣∣∣ dx′, j 猽 猱, ..., n− 猱

和

An猨x
′猩 猽

∫
R1

∣∣∣∣ ∂f∂xn 猨x′, xn猩
∣∣∣∣ dxn

设指标q, q′分别对应n, n− 猱，即

q 猽
n

n− 猱
, q′ 猽

n− 猱

n− 猲

那么根据归纳假设，

猨

∫
Rn−1

|f猨x′, xn猩|
q′

dx′猩1/q
′
≤ 猨

n−1∏
j=1

Aj猨xn猩猩
1/(n−1)

而根据猱维情形又有|f | ≤ An猨x
′猩，所以

|f |q ≤ 猨An猨x
′猩猩1/(n−1) · |f |

因此由獈獿獯獬獤獥獲不等式∫
Rn−1

|f猨x′, xn猩|
q
dx′ ≤

∫
Rn−1

猨An猨x
′猩猩1/(n−1) · |f | dx′

≤猨

∫
Rn−1

An猨x
′猩 dx′猩1/(n−1) · 猨

∫
Rn−1

|f猨x′, xn猩|
q′

dx′猩1/q
′

≤猨

∫
Rn−1

An猨x
′猩 dx′猩1/(n−1) · 猨

n−1∏
j=1

Aj猨xn猩猩
1/(n−1)

猽

∥∥∥∥ ∂f∂xn
∥∥∥∥1/(n−1)

1

· 猨
n−1∏
j=1

Aj猨xn猩猩
1/(n−1)
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不等式两端再对xn积分并再用猨广义猩獈獿獯獬獤獥獲不等式

∫
R1

猨
n−1∏
j=1

Aj猨xn猩猩
1/(n−1) dxn

猽

∫
R1

n−1∏
j=1

Aj猨xn猩
1/(n−1) dxn

≤
n−1∏
j=1

猨

∫
R1

Aj猨xn猩 dxn猩
1/(n−1)

猽
n−1∏
j=1

∥∥∥∥ ∂f∂xj
∥∥∥∥1/(n−1)

1

整理即得到所证不等式献 □

注献 这类估计称为獌獯獯獭獩獳猭獗獨獩獴獮獥獹不等式，它们都源于下面的不等式猨证明与上文类似，留

作练习猩：

定理.猨獌獯獯獭獩獳猭獗獨獩獴獮獥獹猩 设n ≥ 猱, 猱 ≤ p ≤ ∞，f1, ..., fn ∈ Lp猨Rn−1猩献 设Rn上的函数

F 猨x1, ..., xn猩 猽
n∏

i=1

fi猨x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn猩

则

∥F∥Lp/(n−1)(Rn) ≤
n∏

i=1

∥fi∥Lp(Rn−1)

引理猶献猲猱即为獌猭獗不等式的推论，因为

|f猨x1, ..., xn猩| ≤
∫
R
|∂i猨x1, .., xi−1, t, xi+1, ..., xn猩| dt

令右式为引理中的fi献 此外獌猭獗型估计在组合，几何等方面应用甚广猨比如令f 猽 χΩ猩猬 fi即

为区域猊各方向的投影面积，这就是等周不等式的一个版本猩献

定理6.22.猨獓獯獢獯獬獥獶嵌入定理Ⅰ猧猩 嵌入

W 1,1猨Rn猩 ↪→ Lq猨Rn猩,
猱

q
猽 猱− 猱

n

连续猨有界猩献

证要献 对引理猶献猲猱的估计再用几何猭算术均值不等式献 □

注. 由此可以得到等周不等式的一个版本：

|猊| ≤ Cn |∂猊|n/(n−1)

留作练习猨提示：将χΩ磨光猩献 事实上等周不等式与獓獯獢獯獬獥獶嵌入定理Ⅰ猧等价！猨都有以弱制强

的味道献献献猩

至此我们完成了獓獯獢獯獬獥獶嵌入定理的证明献 定理完整叙述如下：

猱猰猷



定理6.23.猨獓獯獢獯獬獥獶嵌入定理猩 设k ∈ Z≥1，猱 ≤ p <∞，p的獓獯獢獯獬獥獶共轭q献

猨猱猩 设p < n/k，则W k,p猨Rn猩连续嵌入Lr猨Rn猩, ∀p ≤ r ≤ q献

猨猲猩 设p 猽 n/k，则W k,p猨Rn猩连续嵌入Lr猨Rn猩, ∀p ≤ r <∞献

猨猳猩 设p > n/k，则W k,p猨Rn猩连续嵌入C0猨Rn猩献

注献 嵌入定理有一条不依赖于獆獯獵獲獩獥獲分析猨即仅在物理空间上做分析猩的证明路线猨来自獇獡獧獬獩獡獲獤獯猭

獎獩獲獥獮獢獥獲獧猩，可以参考獌献 獅獶獡獮獳的Partial Differential Equations或獈献 獂獲獥獺獩獳的Functional Anal-

ysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations的相关章节献 当然这蕴含着频率空间

与物理空间一些更加微妙的关系，这里按下不表献

獓獯獢獯獬獥獶空间的理论十分丰富，在獐獄獅等分析学科更是处于基础地位，然而容量所限，

只取一瓢饮：用W 1,p猨Rn猩刻画椭圆正则性献

定理6.24. 设猱 < p < ∞，f ∈ Lp猬 m次齐次椭圆算子P 猨D猩献 如果P 猨D猩f ∈ W k,p猨Rn猩，

则f ∈W k+m,p献

注献 这里还是要强调以下椭圆正则性的含义：P 猨D猩f ∈ Lp只保证了f的某些m阶导数存在，

但椭圆正则性使我们直接获得所有m阶导数猨正则性比f完全高出m阶猩献 同时预设f ∈ Lp也

是有物理考虑猨比如f ∈ L2代表能量有限猩献

证要献 设獤獥獧猨P 猩 猽 m，我们依然用獆獯獵獲獩獥獲乘子和奇异积分的眼光研究导数：对∀α, |α| 猽 m，

导数

Dαf 猽 Rα ◦ T−1猨P 猨D猩f猩

其中Rα是獒獩獥獳獺变换按指标α复合：

Rα 猽 Rαm
◦ ... ◦Rα2

◦Rα1

算子T的乘子如同前文

mT 猨ξ猩 猽
P 猨ξ猩

|ξ|m

根据前面对椭圆算子的讨论，T−1存在且强猨p, p猩型献 综上我们得到先验估计猨此时仅需f ∈
S ′猩

∥Dαf∥p ≤ Cp ∥P 猨D猩f∥p

为得到f的各阶导数Dβf ∈ Lp,∀ |β| ≤ m，我们需要一个插值估计

定理6.25. 设猱 < p <∞猬 m次齐次椭圆算子P 猨D猩献 对∀f ∈ Ck
c 猨Rn猩有插值估计

∥∥Dβf
∥∥
p
≤ Cp猨∥f∥p 猫 ∥P 猨D猩f∥p猩, ∀ |β| ≤ m

证明设计为一组练习留给各位，也可以参考獁獤獡獭獳的Sobolev Spaces猬獰猱猳猵猭猱猳猹献

所以f ∈ Wm,p献 如果P 猨D猩f ∈ W k,p，将上述论证中f换作f的前k阶导数即可，如此便得

到椭圆正则性献 □
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推论6.26. 如果P 猨D猩f ∈ C∞，则f ∈ C∞献

证要献 这是獓獯獢獯獬獥獶嵌入定理的直接应用献 □

注献 根据獓獯獢獯獬獥獶嵌入定理Ⅲ，即便P 猨D猩f正则性不好，如果m充分大，依然能获得解f先验

的连续猯光滑性献

尾声

最后一章至此，我们应微分算子之约重游了一回獆獯獵獲獩獥獲变换中的分析，但还是力有

不逮只好割爱，比如调和函数与獈獡獲獤獹空间，獌獩獴獴獬獥獷獯獯獤猭獐獡獬獥獹分解刻画几类函数空间猨Lp，

獓獯獢獯獬獥獶空间，獥獴獣献猩，波动猯色散方程与振荡积分猨獆獯獵獲獩獥獲积分算子猩，拟微分算子与变系数獐獄獅等

等献 獆獯獵獲獩獥獲分析的大千世界远不限于这个小小讨论班，每处景致笔者皆心驰神往献 然而人间

没有不散的筵席，分析学的诗情还在更辽阔的天地，我们就此打住，把想象和未来交给各

位自己献

夜霜月，于猲猰猲猳年猱月猱猰日
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A 概率论报告 ——中心极限定理

报告人：cyc

A.1 写在前面

古典概率论里面有两个非常重要的极限定理：一个是大数定律，陈述了概率的客观存

在性；另一个是中心极限定理，陈述的是正态分布的广泛适用性献 这两个定理对于概率统计

乃至一些其他学科都有非常重大的意义，一般在初等概率论里面就会出现，但是证明它们

却是要依赖很多高等工具的，其中最重要的就是獆獯獵獲獩獥獲变换工具的引进献

依赖于之前讨论班建立的各种收敛性定理，我们实际上已经可以尝试证明这两个命题，

但正如武大某本概统辅导书上所说：“要理解这些定理的细节与疑问，甚至要花费比考研全

部时间还要多的精力. ”所以我们肯定无法在一次讨论班上讲完证明的全部细节猨更主要的

是笔者只学了很少一部分的内容，而且这个问题目前还没完全解决，虽然已经不是热门方

向猩献

为了保持这个专题的独立性，对于一些需要用到的獆獯獵獲獩獥獲分析的内容我会作为引理给

出，而对于概率论的基础内容，考虑到有些同学可能还没学过，所以也会在文章最前面给

出，在有了高中概率论基础并阅读完这部分前置知识之后，应该就可以跟得上了献

为了方便起见，我们将中心极限定理简记为獃獌獔，由于这个定理有很多个版本，所以

我们会在獃獌獔后面加上一定的后缀来表示不同陈述下的命题献

A.2 预备知识——概率论基础概念

定义 A.1 猨样本空间猊猩. 试验的所有可能结果构成的集合.

定义 A.2 猨随机变量X猩. 定义在样本空间上的实实实值值值函函函数数数. 若值域是可数集，则称为离

散型随机变量；若值域为R，则称为连续型随机变量.

定义 A.3 猨猨累积猩分布函数F 猨x猩猩. F 猨x猩 猺猽 P{X ≤ x}, x ∈ 獛−∞,猫∞獝，每种分布对应

唯一的分布函数.

定理 A.1. (1)分布函数总是从猰单调递增到猱;

(2)离散型分布的分布函数是分段常值函数;

(3)连续型分布的分布函数是绝对连续函数，即存在可积函数f猨x猩，使

F 猨x猩 猽

∫ x

−∞
f猨t猩dt, ∀x ∈ R̃

(4)奇异型分布的分布函数是连续函数但不是绝对连续函数(如Cantor函数);

(5)任何分布可分解为以上三种分布的加权平均.

注 1. 在实际应用中，奇异型分布是很少的，即使真的遇到，我们也选择会用另外两

种去逼近它，所以后面我们的讨论只限于离散型与连续型. 我们可能不会同时给出离散型分

布和连续型分布的平行命题，但读者可以试着自己平行推广.
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定义 A.4 猨概率密度分布函数f猨x猩猩. 定义在R上的非负函数. 离散型对应于高中学过分

布列，连续型对应于上述定理中的f猨x猩，奇异型没有密度分布函数.

定理 A.2. (1)连续型随机分布的密度函数不唯一，但几乎处处唯一；

(2)连续型随机分布的密度函数是几乎处处有限的.

定义 A.5 猨几种基本分布猩. (1)伯努利分布：投硬币模型；

(2)二项分布：投多次硬币看正面次数；

(3)泊松分布：百度一下吧(bushi)；

(4)正态分布：这里我们规定正态分布的专用符号. (1)是正态分布的密度函数,(2)是分

布函数.

φ猨x猩 猽
猱√
猲π
e−

(x−µ)2

2σ2 猨猱猩

猈猨x猩 猽

∫ x

−∞
φ猨t猩dt 猨猲猩

注 2. 多元(联合)分布我们只给出分布函数的定义：

P{猨X1, X2, · · · , Xn猩 ∈ A} 猽

∫
· · ·
∫
A

f猨x1, · · · , xn猩dx1 · · · dxn 猨猳猩

根据测度论的知识可以证明分布函数与累积分布函数互相唯一决定，所以我们不对这两个

概念加以区分. 下面给出多元正态分布的两个等价定义，等价性的证明留给读者.

定义A.6 猨多元正态分布猩. (1)设U 猽 猨U1, U2, · · · , Un猩为随机向量，其中U1, U2, · · · , Un相

互独立且同N猨猰, 猱猩分布；设µ ∈ Rp,A ∈ Rp×n，则称X 猽 AU猫µ的分布为p维维维正正正态态态分分分布布布，或

称X为p维维维正正正态态态随随随机机机向向向量量量，记为X ∽ N猨µ,AAT 猩

(2)若p维随机向量X的特征函数为

猈X猨t猩 猽 獥獸獰獛itTµ− 猱

猲
tT猆t獝猨猆 ≥ 猰猩,

则称X 服从p元正态分布，记为X ∽ Np猨µ,猆猩.

定义 A.7 猨随机变量的数学期望EX猩. 若以下积分绝对收敛，则随机变量X的期望由此

定义：

EX 猽

∫ +∞

−∞
xdF 猨x猩 猨猴猩

期望具有线性和单调性等基本性质，我们不特别列出来，不过我们提一个测度论里面

很有用的结论，当然你也可以把它当作一个定义.

定理 A.3. 随机变量X的函数h(X)的期望为：

Eh猨X猩 猽

∫ +∞

−∞
xdFh猨x猩 猽

∫ +∞

−∞
h猨x猩dF 猨x猩 猽

∫ +∞

−∞
h猨x猩f猨x猩dx 猨猵猩

当h为多项式函数时，Eh猨X猩称为矩矩矩. 特别地，µ 猽 EX为一一一阶阶阶原原原点点点矩矩矩;σ2 猽 E猨x − µ猩2为二二二

阶阶阶中中中心心心矩矩矩.
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注 3. 数学期望是描述随机变量(向量)分布的最基本、最重要的数字特征，没有之一.

其他所有数字特征(如方差、协方差、特征函数也就是Fourier变换)，本质上都是某个函数

的数学期望. 而数学期望相当于把一个积分表达式打包起来，往后我们用期望来代替这些

表达式的书写，会使得表达更为简洁而且意义更加明了.

定义 A.8 猨随机向量的数学期望EX猩. 要求以下积分都绝对收敛. 设随机向量X 猽

猨X1, · · · , Xn猩的分布函数为F 猨X1, · · · , Xn猩,则对任意可测函数g猨X1, · · · , Xn猩,定义：

Eg猨X1, · · · , Xn猩 猽

∫
Rn

g猨x猩dF 猨x猩 猨猶猩

X的期望定义为猨EX1, · · · , EXn猩.

定义 A.9 猨矩母函数獍獇獆猩.

MX猨t猩 猺猽 E獛etX 獝 猽

∫ +∞

−∞
etxf猨x猩dx 猨猷猩

注 4. 之所以叫矩母函数是因为把它泰勒展开之后就可以从各项系数得到各阶矩.

定义 A.10 猨特征函数f̂猨t猩猩.

f̂猨t猩 猺猽 E獛eitX 獝 猽

∫ +∞

−∞
eitxf猨x猩dx 猨猸猩

注 5. 特征函数的引入，使得Fourier分析在概率论与统计学中都扮演着十分重要的作

用，由于特征函数可以完全决定一个随机变量的分布，同时每个分布都具有特征函数，所

以我们可以把对分布的研究转化为对其特征函数的研究. 类似的，如果是一个非负型随机

变量(比如寿命)，我们自然也可以考虑引入拉普拉斯变换E獛e−tX 獝，同样可以达到这个目的.

这里我们要区分一下分析里面特征函数的概念，我们在概率论里面把那个叫做示性函

数. 示性函数在概率论里面也非常重要，一个随机变量本质上就是一个示性函数，我们把事

件与集合等同起来，示性函数把一个集合映成一个数，本质上就是建立了事件与数字之间

的桥梁，使得我们可以把随机世界完全用数学语言刻画. 不过值得注意的是，一个数字的信

息量是有限的，而事件可以是很复杂的，所以为了更加完整地描述这个事件，我们随机变

量这个概念就得适当推广，比如用一个函数来描述一个事件，这样我们研究的问题就从欧

式空间拓展到了函数空间，所以在概率论后续学习当中，函数空间论也扮演着非常重要的

作用. (例如我们看这样一个不太实际但可能比较恰当的例子，一个粒子从某一点出发在一

个时间里面会有一个运动轨迹，而一个运动轨迹我们就可以用一个函数来表示，这样就把

粒子按某个轨迹运动这个事件通过随机变量映成一个函数).

定理 A.4 猨唯一性定理猩. 特征函数和分布函数互相唯一确定.

这是獆獯獵獲獩獥獲分析的结论，我们只需验证反演条件即可献 但是我们会给出一些直观解释

以便没学过概率论的同学对数字特征加深理解献

定理 A.5 猨随机变量的标准化猩. 如果一个随机变量X具有有限的均值µ和方差σ2,那么

可以将它标准化为均值为猰，方差为猱的随机变量X ′:

X ′ 猽
X − µ

σ
猨猹猩

注 6. 不是所有随机变量都具有均值和方差(如柯西分布).
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定理A.6 猨独立随机变量和的分布猩. 设X和Y是两个相互独立的随机变量，fX猨x猩和fY 猨y猩分

别是它们的概率密度，则随机变量Z 猽 X 猫 Y的概率密度为

fZ猨z猩 猽

∫ +∞

−∞
fX猨x猩fY 猨z − x猩dx 猽

∫ +∞

−∞
fX猨z − y猩fY 猨y猩dy 猺猽 fx ∗ fY 猨猱猰猩

注 7. 从概率论的角度来定义卷积，可以使卷积的很多性质可以不用通过积分运算而

直接得到. 另外，这个公式里面有个关于随机变量独立性的假设，这是古典概率论的十分重

要的性质，后面我们关于极限定理的讨论也很大程度上依赖于独立性的假设，关于相依变

量的研究是最近几十年才比较热门的方向. 基于随机向量的独立性，我们有下面这个非常

重要的引理(具体证明可以看概率论联合分布与协方差的内容). 把这个结论给完我们就开始

来陈述CLT了.

引理 A.7. 设X和Y是两个相互独立的随机变量,则f猨X猩和g猨Y 猩也相互独立，且

E獛f猨X猩g猨Y 猩獝 猽 E獛f猨X猩獝E獛g猨Y 猩獝 猨猱猱猩

练习:
猱献随机向量X服从獮元正态分布，证明：

∫
Rn f猨x猩dx 猽 猱献

猲献随机向量X服从獮元正态分布，即X ∽ Nn猨µ,猆猩，

证明：X各分量相互独立的充要条件是猆为对角阵献
猨关于独立性的定义需要引入条件分布，前面没有列出，如果不知道概念，此题可以跳过猩

猳献设X 猽 猨X1, · · · , Xn猩
′是獮维随机向量，

证明：X服从獮元正态分布的充分必要条件是对任意的a ∈ Rn，a′X服从一维正态分布献
猴献猨X,Y 猩服从二元正态分布，求使X 猫 Y和X − Y相互独立的充要条件献

猵献设{Fn猨x猩}为一列一维正态分布函数，且收敛于F 猨x猩，证明：F 猨x猩也是一维正态分布函数献

猶献若φ猨t猩是特征函数，证明：獥φ(x)−1也是特征函数，因而有|獥φ(x)−1| ≤ 猱献

猷献证明离散型随机变量和连续型随机变量的和是连续型随机变量献
猨猸题开始是前面獆獯獵獲獩獥獲分析已经得到的结论，在这里作为练习给出猩

猸献求正态分布的特征函数献 猨多元的情形在前面的内容里猩

猹献L1上的反演定理：若f, 獞f ∈ L1证明：f猨x猩 猽
∫ +∞
−∞

獞f猨t猩eixtdm猨t猩a.e.

猱猰献施瓦茨空间上的反演定理：F 猺 S猨R猩 → F猨L1猩是单射献

A.3 中心极限定理的陈述与证明思路

注 8. 我们不打算直接从充要条件入手，因为那样我们看不到这个问题的发展历程，

也对这个定理没有一个直观把握，当然也因为充要条件在实际问题中是不易于验证的，所

以我们常见到的是其他几个版本(比如充要条件中没有对同分布的要求，但实际问题中我们

往往是重复多次做同一个试验，即iid). 我们也不打算从多维的情况入手，因为方法和一维

的情况其实差不多，但是矩阵运算真的太烦了. 所以我们最主要证明一维分布的情形. 在正

式开始之前，我们先来定义几个“全局变量”.

定义 A.11. 给定一个序列{X1, · · · , Xn, · · · },如果每个Xk是一个随机变量，我们把这

个序列叫做随随随机机机变变变量量量序序序列列列；如果每个Xk是在一系列试验中第k次试验的试验结果，那么我

们把这个序列叫做事事事件件件序序序列列列或者样样样本本本序序序列列列. (其实就是一个概率论叫法，一个统计学叫法，

因为就算代表的是事件，他也应该服从某种分布，只是这种分布我们不一定知道而已).

再定义

SN 猽
X1 猫 · · ·猫XN

N
,
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CLT就是研究什么条件下的{Xn}可以使{SN}收敛到正态分布.

注 9. (1)我们必须要求这个随机变量序列是相互独立的(这是古典概率论里面最重要的

假设，作为古典概率论里面的辉煌结果，这个假设是当然要有的).

(2)CLT就是研究独立随机变量{Xn}在什么条件下可以使SN收敛到正态分布. 要收敛

到正态分布，首先均值和方差得存在，而均值的存在性就依赖于概率的客观存在性，也就

是大数定律；但方差呢(你可以算一下，因为方差也是一种期望，所以同样可以用大数定

律)，很遗憾我们必须首先解决这个问题. 以后如果没有特殊声明，我们总是假设随机变量

序列的均值和方差存在.

(3)事实上我们可以对{SN}做进一步推广：

SN 猽
g猨X1猩 猫 · · ·猫 g猨XN 猩

N
,

，不过实际上没啥区别(why)，所以我们研究原来那个就行.

(4)证明过程中可以思考一下可不可以把事件个数推广到任意个呢.

定理A.8 猨獋獯獬獭獯獧獯獲獯獶强大数定律猩. {Xn}是独立随机变量序列，且
∑∞

i=1
DXn

n2 ≤ ∞,则

獬獩獭
n→∞

{ 猱
n

n∑
i=1

猨Xi − EXi猩 猽 猰} 猽 猱

注 10. 注意这里我们给出了大数定律几乎最强的版本，但我们不打算在这里给出具体

证明，而是承认这个结果以便把中心极限定理推广到更一般的情形，不过可以简单提一下

证明思路. 大数定律的证明主要用到的是概率不等式，弱大数定律的证明用到的是切比雪

夫不等式，而Borel强大数定律就要用到更一般的马尔科夫不等式，而Kolmogorov强大数定

律则要用到切比雪夫不等式下面这个非常强的推广,分析强的同学(指名道姓)可以试着独立

推导.

引理 A.9 猨H猖ajek −R猓enyi猩. {Cn}是非增正数列，则∀m < n ∈ N ∧ ε < 猰有

P

{
獭獡獸

m≤j≤n
Cj

∣∣∣ j∑
i=1

猨Xi − EXi猩
∣∣∣ ≥ ε

}
≤ 猱

ε2
猨C2

m

m∑
j=1

σ2
j 猫

n∑
j=m+1

C2
j σ

2
j 猩

推论 A.10. (1)我们几乎可以认为ESN → 獬獩獭n→∞
1
n

∑n
i=1EXi.

(2)若{Xn} ∽ iid猨µ, σ2猩,则几乎一定会有ESN → µ.DSN → 猰.

(3)在(2)的条件下，令ZN 猽 SN−µ

σ/
√
N
,则EZN

a.s.−−→ 猰,DZN
a.s.−−→ 猱.

注 11. 现在问题就转化为寻找ZN收敛到标准正态分布的概率了.

定理 A.11 猨CLT猱猩. 设{Xn} ∽ iid猨µ, σ2猩,若∃δ > 猰,∀|t| < δ,MX猨t猩 猽 E獛tX獝收敛，那

么当N → ∞,ZN会收敛到标准正态分布.

定理 A.12 猨CLT猲猩. 设{Xn} ∽ iid猨µ, σ2猩的前三阶矩都是有限的，且概率密度函数衰

减得足够快，那么当N → ∞,ZN会收敛到标准正态分布.

注 12. 这两个都是独立同分布的场合，可以看出，第二个条件是比第一个条件弱得多

的，这正体现了Fourier分析的强大之处. 不过我们这里没有给出概率密度衰减得足够快的

量化描述，一方面是为了保持定理的简洁性，另一方面在证明过程中我们就可以发现为什

么需要这个条件的限制，从而建立起对这个定理强大的直觉，以便我们理解更一般的情形.

在给出充要条件之前，我们得先给出非独立同分布场合的标准化变量.
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定义A.12. 给定一个独立随机变量序列{X1, · · · , Xn, · · · },假设他们具有有限的均值{an}和
方差{b2n}, 定义

B2
n 猽

n∑
k=1

b2k,

和标准化和数

ZN 猽
N∑

n=1

Xn − an
BN

定义 A.13 猨林德贝格条件猩.

獬獩獭
n→∞

猱

B2
n

n∑
k=1

∫
|x−ak|>cBn

猨x− ak猩
2dFk猨x猩 猽 猰 猨猱猲猩

若对任意c > 猰,都有式猨猱猲猩满足，则称{Xn}满足林德贝格条件.

定义 A.14 猨费勒条件猩.

獬獩獭
n→∞

獭獡獸
k≤n

bk
Bn

猽 猰 猨猱猳猩

若式猨猱猳猩满足，则称{Xn}满足费勒条件.

引理 A.13. 费勒条件等价于下面两个式子：

獬獩獭
n→∞

Bn 猽 ∞ 猨猱猴猩

獬獩獭
n→∞

bn
Bn

猽 猰 猨猱猵猩

定理 A.14 猨CLT 猩. 林德贝格条件是{ZN}收敛于标准正态分布的充分条件，若{Xn}还
满足费勒条件,则林德贝格条件也是必要条件.

注 13. 注意现在我们已经给出了CLT的充要条件，但显然这个条件不太容易验证，所

以实际情况中我们用的往往是其他版本的CLT，而其他版本(包括CLT猱, CLT猲)的证明都可

以通过验证林德贝格条件是否满足. 后面我们会给出其他版本的CLT作为练习大家自行验

证. 而多元中心极限定理我们只给出独立同分布的版本，想了解更具体的可以去看数理统计

的书. 下面我们陈述证明思路.

獛问题分析獝前面需要用到大数定律的部分我们已经完成了献 大致上的证明思路就是证

明ZN的分布函数FZN
猨x猩收敛到猈猨x猩猬对于离散型随机变量来讲就是证明密度函数fZN

猨X猩猨逐

点猩收敛于φ猨x猩猻对于连续型随机变量来讲就是证明密度函数fZN
猨X猩几乎处处收敛于φ猨x猩献

密度函数是比分布函数好处理的，所以我们一种思路是可以先考虑先对离散型、连续型的

情况给出证明，然后奇异型的用连续型或者离散型的去逼近，而任意分布都可以分解成这

三种分布的加权平均，所以我们就完成了定理的证明献 但是注意，我们其实几乎可以不用考

虑奇异型分布的情况，一方面因为这种分布实在太少，我们几乎可以认为它不会在实际问

题中存在；另一方面，我们已经用到了大数定律，所以我们最后能得到的结论也只是独立

随机变量和的分布几乎一定会收敛到正态分布献 我们当然会给出一个统一的证明，但是实际

应用的时候应该注意到这一点献

獛证明思路獝要证明一个分布收敛到另外一个分布，我们实际上就是要找到可以几乎完全

刻画这个分布的数字特征，证明它收敛到正态分布的数字特征，然后由数字特征的收敛反

过来导出原来分布的收敛献 数字特征可以由期望构造，而构造的出发点就是{ZN}的形式，
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ZN本质上是一个随机变量和的分布，而和的分布对应于卷积运算，所以我们构造数字特征

的时候必需处理掉卷积运算，这当然可以想到獆獯獵獲獩獥獲变换，不过从概率论的角度可以找到

一个统一的出发点，实际上也可以通过卷积算子直接给出证明猨见费勒《概率论及其应用》

第二卷猩，然后反推的时候就依赖于各种收敛定理了献 至此概率论的工作已经基本完成，后

面的任务都是分析了，我们把证明的内容放在下一部分献

猨这一部分的内容有一些不太恰当，但时间原因就不修改了猩

A.4 关键性引理与证明步骤

獃獌獔中的收敛指的是分布函数在下面这种意义下的收敛献

定义 A.15 猨依分布收敛猩. 对于分布函数列{Fn猨x猩}，如果存在一个非降函数F 猨x猩，使
得Fn猨x猩在每个连续点都收敛于F 猨x猩，则称Fn猨x猩弱收敛于F 猨x猩.如果F 猨x猩是一个正常概率分

布，我们就称这是一个正常收敛.

鉴于已经建立起来的獆獯獵獲獩獥獲工具，有一种情形的证明不需要引入新的工具，我们以它

开始让大家熟悉这个定理献

定理 A.15 猨CLT猲.猱猩. 设连续型随机变量序列{Xn} ∽ iid猨µ, σ2猩的前三阶矩都是有限

的，且概率密度函数衰减得足够快，那么当N → ∞,ZN会收敛到标准正态分布.

证明. 直接做獆獯獵獲獩獥獲变换，把无穷卷积化为无穷乘积，再分析无穷乘积的收敛性，然后验

证反演定理条件献 此情形对于多元随机向量的证明是一模一样的献

这个方法对于一般的分布就失效了，因为会导致不正常收敛，所以我们需要放弃使用

密度函数，时间只够我们完成一元的情形，笔者目前的能力只能完成独立的情形献 我们知道

特征函数和分布函数互相唯一确定，但是我们不知道的是分布函数的极限会不会还是分布

函数，如果是那就好办了，我们仍能延续上面的证明过程，如果不是，那需要附加什么条

件呢，下面我们先要来回答这个问题献

引理 A.16. Fn猨x猩在一个稠密集每一点都收敛于F 猨x猩，则Fn猨x猩在每个连续点都收敛

于F 猨x猩.

定理 A.17 猨獈獥獬獬獹第一定理猩. 任一一致有界的非降函数列{Fn猨x猩}中存在一个弱收敛的
子列.

证明. 根据前一引理，找实数集的一个可数稠密子集，然后根据致密性定理选取子列，再抽

取对角子列献

下面这个定理不给出证明，后面我们有替代的版本，只是为了不影响主线给出献

定理 A.18. (1)Helly定理中给出的子列是正常收敛的，当且仅当{Fn猨x猩}是随机有界
的.

(2)若{Fn猨x猩}的每个收敛子列都弱收敛于F 猨x猩，则{Fn猨x猩}的弱收敛于F 猨x猩

在进入正题之前，我们先来考虑一些直观猨兴许如此猩的例子，它告诉我们标准化的非退

化分布的标准化随机变量和最后的增点总是稠密的献 引入这个例子是想说明：离散型和连续

型卷积在直观上很不统一，所以我们需要从新的角度来理解这个问题献

引理 A.19. 如果a, b分别是分布函数F,G的增点，那么a猫 b是F ⋆G的增点. 如果a, b分

别是分布函数F,G的原子(可以理解为破坏绝对连续性质的点)，那么a猫 b 是F ⋆G的原子.反

之，F ⋆ G的所有增点都是这种形式的.
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定理 A.20 猨随机变量和的稠密性猩. 设F是R一个分布，猆为F ⋆, F 2⋆, · · ·的所有增点的
集合.

(1)若F集中在非负半轴但不退化到原点，则当F不是算术分布时，猆在无穷远处渐近稠

密；当F为步长为λ的算术分布时，对充分大的n,猆 包含所有的{nλ}.
(2)若F不集中在某一半轴，则当F不是算术分布时，猆在整个实轴上稠密；当F为步长

为λ的算术分布时，猆 猽 {猰,±λ, · · · }.

到这里可以尝试把之前的等分布理论从概率论的角度给出另一个证明了猬思路和獃獌獔差

不多，构造一个适当的分布列证明它收敛到均匀分布就好献 支线任务做完了，下面回来做主

线任务

定理 A.21 猨连续性定理猩. (1)若分布函数列{Fn猨x猩}弱收敛于某一分布函数F 猨x猩，则相
应的特征函数列{fn猨t猩}内闭一致收敛于f猨t猩. (2)若特征函数列{fn猨t猩}收敛于某个f猨t猩,且f猨t猩在
原点连续，则相应的分布函数列{Fn猨x猩}弱收敛于分布函数F 猨x猩，且F 猨x猩的特征函数是f猨t猩.

证明. 第一个留作练习，只证第二个献 由獈獥獬獬獹定理选出一个弱收敛子列收敛到F 猨x猩，然

后适当调整使F 猨x猩右连续，再利用特征函数在原点的连续性证明这是个正常收敛猨分段估

计猩，再根据猨猱猩知道F 猨x猩的特征函数是f猨t猩献 再由特征函数和分布函数互相唯一确定可以证

明Fn
W−→ F 献

装备已经齐全了，没必要刷怪了，我们直接打今天的獢獯獳獳吧献 有了上述定理之后，和连

续型的情形几乎一样了献

定理 A.22 猨CLT 猩. 林德贝格条件是{ZN}收敛于标准正态分布的充分条件，若{Xn}还
满足费勒条件,则林德贝格条件也是必要条件.

详细证明可以参考《概率极限理论基础》第猶猸到猷猱页内容献

我们虽然已经把证明完成，但对于这个已经发展起来的成熟理论，这已经是其中独立

分布的情形献 我们还没有完成多元情况的推广，没有完成对收敛速度做出估计，还没有向半

群，向鞅上，还有向更一般的度量空间做出推广，测度论和泛函学了的同学可以看上面那

本书献

A.5 补充习题

猱献猨方差不存在时猩{Xn}独立同分布，若

F 猨−x猩 猽 猱− F 猨x猩猨x ∈ R猩, 猲F 猨−x猩 猽 x−2猨x ≥ 猱猩

证明：{ Sn√
nlnn

}收敛于标准正态分布献

猨提示：验证林德贝格条件猩

猲献{Xn}相互独立，且存在常数列{Kn}，使

獭獡獸
1≤j≤n

|Xj | ≤ Kn

和

獬獩獭
n→∞

Kn

Bn

猽 猰

猱猱猷



猬则按獃獌獔猰中定义的标准化随机变量和Zn收敛于标准正态分布献

猳献猨重对数律猩设{Xn}相互独立，且均为标准化随机变量，则

P
(
獬獩獭 獳獵獰
n→∞

∣∣ Sn√
猲n 獬獮 獬獮n

∣∣ 猽 猱
)
猽 猱

A.6 附录

A.6.1 定理4.6的证明

直接通过定义可以验证：如果a, b分别是分布函数F,G的增点，那么a猫b是F ⋆G的增点献

反之，F ⋆G的所有增点都是a猫 b这种形式的，所以猆对加法封闭献 根据这个结论，若F是步

长为λ的算术分布，那么猆 ⊂ {nλ, n ∈ Z}猬所以此时猆不可能稠密献 先考虑猨猱猩，由于F不退化

到原点，故猆包含无穷多个元素，任取猰 < a < b ∈ 猆猬令h 猽 b− a献先证明猨猱◦猩要使猆稠密，只

需要h可以任意小就行献 再证明猨猲◦猩如果h不可以任意小，那么F是算术分布，于是当F不是

算术猨格点猩分布时，猆在无穷远处渐近稠密献 记In 猽 猨na, nb獝猬

取N ∈ N足够大，使∀n ≥ N, |In| > a猬于是猨n猫 猱猩a ∈ In献

⇒ ∀x > Na,∃n ≥ N, x ∈ In献

另一方面，na猫 kh 猽 猨n− k猩a猫 kb ∈ 猆,∀n ≥ N, 猱 ≤ k ≤ n猬

这些点将区间In猨n ≥ N猩划分成了长度为h的子区间猬x必然落在这些子区间里面献

⇒ ∀x > Na,∃y ∈ 猆, |x− y| ≤ h
2
.猨∗猩献

猱◦.若∀ε > 猰,∃a, b ∈ 猆, s.t.h < ε猬那么由猨∗猩式知猆在无穷远处渐近稠密献

猲◦若∃ε0 > 猰,∀a, b ∈ 猆, h ≥ ε0猬那么可以取a, b ∈ 猆猬使h < 猲ε0，否则用猲ε0代替ε0献于是

由猨∗猩式知
In ⊂ {na猫 kh|k ∈ N},∀n ≥ N 献

⇒ 猨N 猫 猱猩a 猽 Na猫 k0h,⇒ a 猽 k0h于是在充分远处猆≥Na 猽 {nh|h ≥ Nk0}
这就证明了猨猱猩的后半部分，另一方面，

⇒ ∀c猺F , c ∈ 猆, /∃n, s.t.na猫 c > Na,⇒ na猫 c 猽 n′a猫 k′h,⇒ h|c猬即F是算术分布，且
步长λ 猽 h献

综合前面的分析可以得到，如果F不是算术分布，那么猆在无穷远处渐近稠密，这样就

证明了猨猱猩的前半部分献

猳◦若F不集中在一个半轴，那么∃ − c ∈ 猆献

于是当F不是算术分布时猬∀x ∈ R,∃n, s.t.nc猫 x > Na猬由猨∗猩式和猨猱猩猬

∀ε > 猰,∃y ∈ 猆, |x− y 猫 nc| < ε,猌y − nc ∈ 猆猬故猆在整个实轴上稠密献

当F为算术分布时，由猲◦的论述知λ|c，因此{nλ, n ∈ Z} ⊂ 猆猬反包含关系开头已经证

了，所以{nλ, n ∈ Z} 猽 猆献

A.6.2 重对数律的一种证法

这个命题应该是指出了这是最佳估计，也就是要证明：

P
(
獬獩獭 獳獵獰
n→∞

∣∣∣ Sn√
猲n 獬獮 獬獮n

∣∣∣ 猽 猱
)
猽 猱
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令An 猽 {Sn > c
√
猲n 獬獮 獬獮n}, c > 猰，那么根据Sn的对称性，要证的式子就等价于猨猲猩式：

P{An i.o.} 猽

猰, c > 猱

猱, 猰 < c < 猱

根据Borel − Cantelli引理，要证明猨猲猩式的第一部分，只需要证明猨猳猩式：∑
P 猨An猩 <∞,∀c > 猱

而对猨猲猩的第二部分，要使用Borel − Cantelli引理，则需要保证事件序列的独立性献 注意到

随机变量序列{Snk
− Snk−1

}是相互独立的，为此可以构造独立的事件序列{Bnk
}

Bk,δ 猽 {Snk
− Snk−1

> 猨猱− δ猩
√

猲mk 獬獮 獬獮mk},mk 猽 nk − nk−1

只要证明∀猰 < c < 猱猬都可以找到一个合适的子列{nk}和δ > 猰猬使得

P 猨Ank
i.o.猩 ≥ P 猨Bk,δ i.o.猩

再根据：

P 猨An i.o.猩 ≥ P 猨Ank
i.o.猩

那么根据Borel − Cantelli引理，要证明猨猲猩的后半部分，就只需要证明猨猶猩式：∑
P 猨Bk,δ i.o.猩 猽 ∞,∀猰 < δ < 猱

因此问题化归为对猨猳猩猨猴猩猨猶猩的证明献 先分析猨猳猩，对P 猨An猩本身很难做比较好的估计，为了应

用一系列的极大不等式，考虑先将其放大：

P 猨An i.o.猩 猽 P{Sn > c
√
猲n 獬獮 獬獮n i.o.}

≤ P{ 獭獡獸
j≤nk+1

Sj > c
√
猲nk 獬獮 獬獮nk i.o.}

≤ 猲P{Snk+1
> c
√
猲nk 獬獮 獬獮nk −

√
nk+1 i.o.}

这对任意的子序列{nk}是成立的，最后一个不等式的估计用到了莱维极大不等式猨猷猩和赫尔

德不等式估计猨猸猩猺

P{獭獡獸
k≤n

Sk ≥ a} ≤ 猲P{Sn > a− E|Sn|},∀a > 猰

猨E|Sn|猩2 ≤ ES2
n 猽 n

因此要证明猨猳猩猬只需要找到一个子序列{nk}，使得∑
P{Snk+1

> c
√

猲nk 獬獮 獬獮nk −
√
nk+1} <∞

注意到只要nk+1

nk
是有界的，那么∀c1 ∈ 猨猱, c猩，当k充分大的时候有：

P{Snk+1
> c
√
猲nk 獬獮 獬獮nk −

√
nk+1} ≤ P{Snk+1

> c1
√
猲nk 獬獮 獬獮nk}

再选取c2 猽
1+c1
2
, nk 猽 獛ck2 獝猨k ≫ 猱猩，就有

P{Snk+1
> c1

√
猲nk 獬獮 獬獮nk} ≤ P{Snk+1

> c2
√
猲nk+1 獬獮 獬獮nk+1}

猱猱猹



于是猨猳猩最终转化为证明猨猹猩猬∑
P{Snk

> c2
√
猲nk 獬獮 獬獮nk} <∞, nk 猽 獛ck2 獝

根据独立同分布的中心极限定理和Berry − Esseen不等式的估计，，当{nk}是指数正增长
时， ∑

P{Snk
> c2

√
猲nk 獬獮 獬獮nk} <∞ ⇔

∑
k

猱− 猈猨
c2
√
猲 獬獮 獬獮nk

E猨X2
nk
猱|Xnk|<√

nk
猩
猩 <∞

根据课本第五章作业题的如下估计式：

x

猱 猫 x2
獥−x2/2 ≤

∫ ∞

x

獥−t2/2獤t ≤ 猱

x
獥−x2/2

所以当k → ∞时，

猱− 猈猨
c2
√
猲 獬獮 獬獮nk

E猨X2
nk
猱|Xnk|<√

nk
猩
猩 ∽

E猨X2
nk
猱|Xnk|<√

nk
猩

猲c2
√
π 獬獮 獬獮nk

猨獬獮nk猩
−c22 ∽ O猨

猱

k−c22
猩

因此根据猨猱猰猩和猨猱猱猩，猨猹猩式成立献 下面证明命题的第二部分，即猨猴猩和猨猶猩献 先对猨猶猩做估计，

P{Snk
− Snk−1

> 猨猱− δ猩
√

猲mk 獬獮 獬獮mk} 猽 P{Smk−1
> 猨猱− δ猩

√
猲mk 獬獮 獬獮mk}

为了应用猨猱猰猩，只需要在选取选取{nk}时使{mk}呈指数正增长献 然后在獫充分大时又有

E猨X2
nk
猱|Xnk|<√

nk
猩 > 猱/猲

因此根据猨猱猱猩式就得到猨猶猩式成立献要使{mk}呈指数正增长，只需要{nk}呈指数正增长，设nk 猽

獛ak獝, a > 猱对选定的猰 < c < 猱，要使猨猴猩式成立，只需要在獫充分大时有

c
√
nk 獬獮 獬獮nk < 猨猱− δ猩

√
mk 獬獮 獬獮mk

只需要

猨
c

猱− δ
猩2 < 猱− 猱

a

取δ 猽 1−c
2
, a 猽 獛 4

(c+1)2−4c2
獝 猫 猱即可，于是就证明了最终命题献

A.6.3 一些理解与注释

中心极限定理的条件千奇百怪，但总的来说只有两个目的：一是保证特征函数的收敛

性，二是保证各加项均匀地小，也就是每个变量在总的分布中不起太大的作用猨或者说个体

特征在群体中无法体现猩献 前者依靠对各阶矩的收敛性做出限制，后者则由林德贝格给出了

量化描述献 在独立同分布的场合，由于每个变量起的作用是一样的，所以后者是自动满足

的，因此只需要对各阶矩进行限制献 对于独立不同分布的场合，额外的条件都是为了后面的

条件得到满足献 在证明的过程中，各加项均匀地小实际上使得高频的部分可以被控制住献

林德贝格条件告诉我们，满足方差存在以及各加项均匀地小的独立随机变量叠加起来

会满足正态分布献 但是各加项均匀地小其实只是一个充分条件，而非必要条件，因为即使有

一个随机变量个体在群体中起了支配作用，只要这个随机变量它是正态变量，那依然有机

会使得总体分布表现为正态分布献 比如Xn ∽ N猨猰, 猲n猩，显然不满足各加项均匀地小，但是

叠加在一起还是正态分布献 因此要避免这种情况发生，就要对随机变量附加费勒条件，这样
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林德贝格条件就也是必要条件了献 林德贝格条件虽然给出了各加项均匀地小的量化描述，但

在实际问题中这是不易于验证的，不过由于它是充要条件，所以对于其他条件的中心极限

定理，我们就不需要重复证明，只需要验证林德贝格条件是否满足就行献 基于此可以得到一

些在实际应用中更易于检验的充分条件献

通过计算推导和逻辑论证，我们确实证明了独立分布和最终会收敛到正态分布，但是

有没有可能省去那些繁杂的步骤给出一个直观解释呢？直观地想，变量的增加是会导致不

确定性的增加的，而在信息论中一个定理：“在方差固定的情况下，正态分布的熵是最大的献

”所以当我们把变量个数不断增加，系统将逐渐趋于最“混乱”的正态分布献 这给我们提供

了收敛到正态分布的一个直观解释献 另一方面，可以证明：f猨t猩 猽 獥獸獰猨−|t|α猩当猰 < α ≤ 猲时

为特征函数，而当α > 猲时不是特征函数献 故正态分布的特征函数也是某种意义上的临界值献
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